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Introduccion

La valuacién y cobertura de las opciones es un tema que en los
dltimos veinte anos ha adquirido una gran importancia. Las opciones
vainilla tipo call se comenzaron a negociar en forma sisteméatica desde
1973 en el mercado de futuros de Chicago, las opciones put a partir de
1977 y las exdticas en 1982. A principios de los anos noventa el mercado
de opciones se estimaba en cuatro billones de ddlares, ver [9].

El problema de la valuacién puede ser analizado tanto desde un
marco probabilistico como desde el punto de vista de las ecuaciones en
derivadas parciales. Desde el probabilistico, valuar una opcién se reduce
al calculo de una esperanza de una funcién continua aplicada a un proceso
estocastico, mientras que determinar la cobertura implica el calculo de
la derivada de dicha esperanza. Para buena parte de las opciones la
valuacién y el calculo de la cobertura no pueden hacerse en forma exacta,
hay que aproximarlas por medio de métodos numéricos. Entre ellos, el
més popular es el método de Monte-Carlo que consiste en aproximar la
esperanza por medio de la media de una muestra de variables aleatorias
independientes e idénticamente distribuidas.

Estas notas tienen como objetivo introducir al lector a la valuacién
y célculo de la cobertura tanto desde el punto de vista tedrico como
numérico. El énfasis estd puesto en la parte numeérica, presentando as-
pectos que son de interés para las aplicaciones, en particular en lo que
concierne a la precision y la rapidez de los métodos. El material es au-
tocontenido en lo que se refiere a la parte numérica. Se presupone que
el lector tiene conocimientos de probabilidad, en particular de procesos
estocasticos continuos, y de estadistica elemental. Se incluyen algorit-
mos que podran ser programados facilmente en cualquier lenguaje de
programacion.

El primer capitulo se dedica a la valuacién de opciones europeas
y asidticas, estas iltimas como ejemplo de la valuacién de opciones
exdticas. En la ultima seccién de este capitulo, se incluye un ejemplo
de un método de reducciéon de varianza cuyo objetivo es reducir el
tiempo de céalculo del método Monte-Carlo. El segundo capitulo trata
el problema de la cobertura; se presentan dos métodos de cémo valuarla
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viii INTRODUCCION

numéricamente. En los anexos se incluye un capitulo sobre la generacién
de variables aleatorias en computadora y la aproximacion numérica de
algunas ecuaciones diferenciales estocasticas y otro sobre Monte-Carlo
como método de integracion numeérica.

Parte del material de esta obra se utilizé durante el primer Coloquio
del Departamento de Matemadticas de la UAMI, realizado en enero del 2008
en la Trinidad, Tlaxcala, para impartir uno de los talleres que formaron
parte del evento. Este coloquio se pudo llevar a cabo gracias al apoyo
del Programa Integral de Fortalecimiento Institucional 3.3 (PIFI).
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Capitulo

Valuacién de opciones por Monte-
Carlo

1. Introduccién a las opciones

Los derivados son instrumentos financieros cuyo rendimiento depende
de otro bien o activo. Por ejemplo, el valor de un bono depende de las
tasas de interés y el de un petrobono del precio del petréleo. Otros
derivados son los futuros, los forwards, los warrants y las opciones, entre
otros.

Una opcién europea es un contrato entre dos partes para adquirir
o vender un bien o un activo llamado subyacente a un precio y en una
fecha fijados de antemano. A la fecha se le llama fecha de maduracién y
se denotard por T y al precio se le conoce como precio de ejercicio que
se denotard por K. Si la opcién es de compra se llama un call, si es de
venta se llama un put. Las principales caracteristicas de una opcién son:

1. En una opcién siempre hay dos partes: por un lado, quien compra
la opcién y por otro quien la suscribe.

2. El primero adquiere el derecho, pero no la obligacién, de ejercer la
opcion en la fecha de maduracién.

3. En cambio, la contra-parte se obliga a cumplir el contrato, indepen-
dientemente de lo que convenga a sus intereses.

4. Para compensar esta asimetria y que el contrato sea justo para ambas
partes, quien compra la opcion le paga a quien la suscribe una prima
que le permita cubrirse contra futuras pérdidas, debidas al cambio
de precio del subyacente durante la vigencia de la opcion.

Una opcién puede negociarse en el mercado secundario por lo que
es importante determinar su valor V; para cada tiempo t € [0,7]. En
particular, la prima que se paga al adquirir la opcién es igual al valor de
la opcién en el tiempo de la firma del contrato, consideremos que éste es
el tiempo t = 0.

Denotemos con S; el valor del subyacente al tiempo ¢. La ganancia
que obtiene quien adquiere la opcién se llama funcién de pago o pay-off y
claramente depende del valor del subyacente. Denotemos a esta funcién
como H. Para una opcién call europea, la ganancia va a ser cero, si no
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2 1. VALUACION DE OPCIONES POR MONTE-CARLO

se ejerce la opcidn, y va a ser igual a la diferencia entre el precio del
subyacente y el precio de ejercicio, en caso de que se ejerza. Por lo que
H :[0,00) — [0,00), con regla de correspondencia igual a

H(S) =méx{Sr — K,0} = (St — K)+
si la opcién es un call e igual a

H(S) =max{K — Sp,0} = (K — S7)+
para un put.

Funcion de pago para un call
35 T T T

30

251

20

h(s)
&

-5

0 10 20 30 40 50 60
S (precio del subyacente)

Figure 1.1. Funcién de pago del call.

Funcion de pago para un put
35 T T T

h(S)

-5

0 10 20 30 40 50 60
S (precio del subyacente)

Figure 1.2. Funcién de pago del put.

Hay una gran variedad de opciones en el mercado y éstas se clasifican
segun su funcién de pago y la forma en que pueden ejercerse. Las opciones
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que tienen como funcién de pago a H, la funcién antes definida, se llaman
opciones vainilla. Hay otras opciones llamadas exdticas cuya funcién
de pago depende de la trayectoria que siga el precio del subyacente.
Por ejemplo, entre las exdticas estd la opcidén asidtica cuya funcién de
pago depende del promedio del subyacente a lo largo del tiempo de
maduracion.

O sea para un call se tiene que

T
H(S) = max l/ S(z)dx — K,0
T Jo

Otras opciones se distinguen por la forma en que se ejercen. Ya vimos
que las europeas se ejercen inicamente en el tiempo de maduracién. Las
americanas pueden ejercerse en cualquier tiempo ¢ € [0, 7], mientras que
la opcién Bermuda sélo tiene un nimero finito de tiempos de ejercicio. El
problema matematico a resolver para estas opciones es un poco distinto al
de las europeas, pues al mismo tiempo que se valian hay que determinar
el momento 6ptimo de ejercerlas.

Por dltimo, para todas las opciones debe determinarse también la
estrategia 6ptima de inversion de la prima que debe seguir quien suscribe
la opcidn, para que a la fecha de vencimiento su inversién sea igual al
valor de la opcién al tiempo T. A este problema se le conoce como el
problema de la cobertura y es tan importante como el de la valuacién.

Marco teodrico. En el mercado financiero hay participantes a
quienes se denominan agentes financieros que compran y venden activos
financieros. Los activos financieros se clasifican en activos financieros de
renta fija, cuyos rendimientos son deterministas, y activos financieros de
renta variable, acciones y bienes de consumo cuyos rendimientos tienen
incertidumbre.

El modelo de mercado con el que se trabajara tiene las siguientes
reglas:

1. Las transacciones financieras se pueden llevar a cabo para cualquier
tiempo ¢ € [0, 7.

2. Se trabaja en un mercado ideal en el que los bancos prestan y dan
réditos a la misma tasa de interés.

3. Principio de no arbitraje o ausencia de oportunidad de arbitraje: no
se puede tener un portafolio de inversiéon w cuyo precio inicial my sea
cero, pero cuyo precio mp > 0 y su valor esperado estrictamente
mayor que cero; o sea que sin invertir un centavo se tenga una
posibilidad de hacer una ganancia positiva.

4. Para simplificar el modelo se asume que se pueden comprar fracciones
de activos.
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Telmex
1998-2004
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Figure 1.3. Precio diario de la accién de Telmex.

. Por realismo se permiten compras en corto; es decir, que se puede

pedir prestado para comprar acciones. En este caso, para distinguir el
dinero prestado del propio, a las cantidades prestadas que se inviertan
se denotan con signo negativo.

No hay pago de dividendos ni costos de transaccién.

2. Modelacion matematica de las opciones

. Se tiene un espacio de probabilidad (2, F, P).

Se tiene un movimiento browniano W, definido en este espacio de
probabilidad.

Se tiene una filtracién F; generada por el movimiento browniano W;.
El mercado se compone de dos activos: uno libre de riesgo y otro
con riesgo. El precio de un peso al tiempo ¢ invertido a la tasa libre
de riesgo r > 0 se denotard por S = e". El precio del activo con
riesgo o subyacente al tiempo ¢ se denotard por S;. S; es un proceso
estocdstico continuo en el intervalo [0,7] que satisface la siguiente
ecuacion

ds,
?t = pdt + odW,, So=S, (1.1)
t
en donde p es la tendencia y o > 0 la volatilidad del subyacente.
Esta ecuacion tiene como solucién exacta a

Sy = Syeln=o"/DttaWs,

Observaciones:

. El browniano es el limite de una caminata aleatoria cuando hacemos

tender At a cero. Satisface que Wy = 0y que los incrementos W; —W
son independientes y se distribuyen como una normal con media cero
y varianza t — s para s < t.
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2. La tendencia y la volatilidad dependen del subyacente y pueden ser
estimadas a partir de datos histéricos a través de la media y la
desviacion estandar muestral:

M
L 12 Sit1
MMi—11n< Si >7

M 1/2
0= (Ml o> (I (SS“> - ﬂ)2> : (1.2)

i=1

Portafolios de inversién. En este mercado, un portafolio consiste
en un capital invertido en los activos antes mencionados. ElI monto
invertido en el activo sin riesgo al tiempo ¢ se denota por ¢? y por ¢ el
nimero de acciones que se adquieren del subyacente. A la pareja {¢Y, ¢;}
se le conoce como estrategia de inversién y se supone que son variables
aleatorias F; medibles.

Recordemos que para cada t > 0, ¢? y ¢; toman valores en los reales.
El valor del portafolio al tiempo t se denota por 7 y es igual a

T = ¢Pe’t + GuSy. (1.3)

Portafolios autofinanciables. Supongamos que el portafolio es
autofinanciable; es decir, después del tiempo inicial no se mete ni se
saca dinero del portafolio hasta el tiempo 7. Los cambios en el valor del
portafolio dependen tinicamente del cambio en la composiciéon del mismo
y en los cambios en el precio del subyacente.

Esto se expresa matematicamente por

dry = r¢de"dt + ¢¢dS;. (1.4)

Probabilidad neutra al riesgo. Sea (92, F, P) un espacio de pro-
babilidad. Una medida de probabilidad P* se dice que es neutra al riesgo
si

1. Py P* son probabilidades equivalentes; es decir, P es absolutamente
continua respecto a P* y P* es absolutamente continua respecto a
P.

2. Bajo P* los precios descontados S; = ¢~ ™S, son martingala:

E*(§t+s|]:t) = §t7 s> 0.

TEOREMA 2.1. (Teorema de Girsanov) Sea Wi, 0 < t < T, un
movimiento browniano en un espacio de probabilidad (2, F, P) y sea Fy
una filtracion generada por Wi. Sea A, para 0 < t < T, un proceso
adaptable, es decir Ny es Fy medible, y defina

Zy=¢€ fot ’\dWS_fot /\2dt,
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¢
Bt = Wt +/ )\Sds
0
y suponga que E(fOT N Z2dt) < oo. Entonces E(Zr) = 1 y bajo la
probabilidad P* dada por

dP;r _ [t [t y2
dPtt :Zt:e fo)\dWS fo)\dt’

el proceso B; es un movimiento browniano.

En nuestro modelo de mercado si se selecciona a A\ = (u ;T), entonces

se cumplen las hipotesis del teorema de Girsanov lo que nos permite
garantizar la existencia de la probabilidad neutra al riesgo bajo la cual
los precios descontados del activo con riesgo son martingala.

Dos resultados fundamentales. Una estrategia de inversién es
admisible si es autofinanciable y el valor descontado del portafolio 7; es
de cuadrado integrable bajo la probabilidad neutra al riesgo y positivo
para toda ¢t > 0.

Se dice que una opcién es replicable o simulable si se puede construir
un portafolio autofinanciable y admisible m; cuyo valor en cualquier
tiempo t € [0, 7] coincida con el de la opcién. Es decir

‘/t = T¢. (15)
Definicién
Un modelo de mercado es completo si cualquier reclamo contingente
puede ser replicado por un portafolio de inversién autofinanciable.

TEOREMA 2.2. (Primer teorema fundamental de la valuacién de
activos) Si un modelo de mercado tiene una medida de probabilidad neutra
al riesgo entonces en el modelo hay ausencia de oportunidad de arbitraje.

TEOREMA 2.3. (Segundo teorema fundamental de la valuacion de
activos) Si un mercado tiene una probabilidad neutra al riesgo entonces
el modelo es completo si y solo si ésta es unica.

La demostracién del Teorema de Girsanov y de estos dos teoremas
se puede ver en [22].

3. Valuacion de una opcién europea

Supdngase que se tiene una opcién put con duracién de 6 meses sobre
una accién de Telmex con precio actual Sy = 50, cuya volatilidad es igual
a 12% anual, el precio de ejercicio es K = 52 y la tasa de interés libre
de riesgo igual al 6% anual. ;Cudl debe ser el valor de la prima del put
para que la opcién sea un contrato justo para ambas partes?
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Por el teorema de Girsanov se puede asegurar que existe una unica
probabilidad P*, equivalente a P, llamada probabilidad neutra al riesgo,
para la cual el precio del subyacente es de la forma

o2
Sy = Sp exp ((r— 2>t+oBt> ,

con B, t € T, un movimiento browniano dado por

(p—r)

=W, + t.

Bajo la probabilidad P*, S, =
E*(St+3 ‘ .7:15) - St.

La unicidad de la probabilidad neutra al riesgo implica que el mercado
es completo, lo que quiere decir, en el caso de las opciones, que para
cualquier opcién europea con fecha de vencimiento 7'y con valor Vi =
h(ST) se puede construir un portafolio autofinanciable m; cuyo valor en
cualquier tiempo ¢ € [0, T] coincida con el de la opcién.

El valor descontado del portafolio 7; es martingala dado que los pre-
cios descontados son martingala, por lo que también V, es una martingala,
lo que implica que

Vi =E*(e"T=Y H(Sp) | F),

con H(St) la funcién de pago de la opcién.
Al aplicar estos resultados al caso de una opcién europea vainilla V;
se tiene que

02
Vi = F(t,z) = E*(e " T O H(z "= F)T—-0+0(Br=Bo)y | 7,
02
Vi = EX(e " T H(S, r=F)T=0FouvT=ty)  con ¢y ~ N(0,1),

—’I"(T t)
/ H(S, e 2N (T—t)+oyyT— e~y /Zdy
Si H(S) = (ST — K). entonces
F(t,S;) = SiN(dy) — Ke " T~ N(dy), (1.6)
con

N(z) = L /x e~V /2qy

V2T J_so ’
p In(S;/K) + (r+ 302)(T —t)
1 =

oJT —t
o In(Se/K) & (r = §o*)(T 1)
Y ‘T oVT —t '

A la expresién (1.6) se le llama la férmula de Black-Scholes.
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Valor del call vs funcion de pago

29
24

h(S)

S
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—h(S)
—C(8)

Figure 1.4. Comparacién de una opcién call contra su
funcién de pago.

Valor del put vs funcién de pago

59
54
49
44
39
34

2 29
24
19
14

—h(s)
—P(©S)

Figure 1.5. Comparacién de una opcidén put contra su
funcién de pago.

Para obtener el valor de un put P, se puede usar el mismo razo-
namiento o en caso de tener las mismas caracteristicas que el call Cy,
utilizar la siguiente igualdad que se conoce con el nombre de paridad
put-call para opciones europeas

Pt — Ct = Ke_T(T_t) - St,

con CY el valor del call al tiempo t.

4. El método Monte-Carlo

Se sabe por la Ley de los grandes nimeros que un buen estimador
del valor esperado de una variable aleatoria continua X con distribucion
F es la media aritmética de una muestra finita de variables aleatorias,
independientes, con distribucién F. Es decir, sea X1, Xs,...,X,, una
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muestra de variables aleatorias, independientes, con distribucién F, con
primero y segundo momentos finitos, y denotemos por

. 1 M
X =77 2%
i=1

entonces para cualquier € > 0y 0 < § < 1, existe un natural M tal que
para toda m > M se tiene que

P(E(X) = X,| <€) >1-4.

Esta es la idea que esta detras del método de Monte-Carlo y que se
usa para estimar el valor esperado de una funcién g continua cuyo argu-
mento es una variable aleatoria con distribucién F. Si se tiene una mues-
tra de variables aleatorias, independientes, idénticamente distribuidas
con distribuciéon F, entonces

Estimacion del error. Sea X una variable aleatoria con dis-
tribucién F, con primero y segundo momento finitos, g una funcién
continua y sea I = E(g(X)). Sea Xi,Xs,...,X,, una muestra de
variables aleatorias independientes con distribucién F' y dendtese por
Iy = &= Zf\il g(X;). Si o es la desviacién estandar de g(X), entonces se
tiene que \/LM es la desviacion esténdar de I M, por ser las X; variables
aleatorias independientes.

Por el Teorema del Limite Central se sabe que para M grande,

-1 . . .
Iy = ( ; \/%) se comporta como una variable aleatoria normal con media
(e

cero y varianza uno por lo que

~ co
P(I -1y <

con ®(c) = \/% f0° e~ /2dy y ¢ se selecciona dependiendo de la probabi-

)= P(|Zn]| < ¢) = 2P(c),

lidad que se desee obtener. Por ejemplo, si se quiere que la probabilidad
sea .95, se selecciona a ¢ como 1.96.
Por lo tanto el error que se comete al usar el método de Monte-Carlo

es aproximadamente \/LM Como se observa, si 0 ~ 1, se requiere de

M = 10* para tener al menos dos cifras significativas.

Este resultado permite estimar un intervalo de confianza de a%.
Para ello se selecciona c de tal forma que ®(c) = §. De esta manera, con
probabilidad a podemos asegurar que el valor exacto de la esperanza I
estd en el intervalo

j co f + co
M \/M, M 7\/M .
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El problema para usar el resultado anterior es que hay que conocer
el valor de la desviacién estdndar de g(X). Lo que se hace en la prictica
es estimarla por la varianza muestral. Con este intervalo se determina el
tamano que se requiere que tenga M para tener la precisién deseada. Por
ejemplo, si se desea tener un intervalo de confianza del 95% de longitud
1072 se debe escoger M > 4(1.96)* 67 10*.

Propiedades estadisticas

Desde el punto de vista estadistico el método de Monte-Carlo genera
un estimador insesgado ya que E(f um) = I. Por otro lado, el error
cuadratico medio se define por

E((I = In)?) = E(I = E(Im))* + Var(In); (1.7)
dado que el estimador es insesgado, existe una constante C' > 0 tal que

E((I —Iy)?) = Var(Iy) = CVUQ.

Si se desea reducir el error cuadratico medio lo que hay que hacer
es reducir o o incrementar el tamano M de la muestra de variables
aleatorias. A veces el valor de M es tan grande que es costoso incrementar
la muestra, por lo que se ha optado por generar métodos para reducir
la varianza; estos métodos se conocen con el nombre de métodos de
reduccién de varianza. En la seccién 1.7 se presenta un ejemplo de estos
métodos.

Aplicacion de Monte-Carlo a la valuacién de opciones eu-
ropeas. En el caso de la valuaciéon de opciones europeas, el método
Monte-Carlo se usa para calcular la siguiente integral

V, = E*(efr(Tft)H(Ste(rf%)(Tft)Jray\/Tft))’

con y una variable aleatoria normal con media cero y varianza uno.
Por el método de Monte-Carlo

— _ M
e r(T—t)

Vim S H(Selr =TT Dtou VT
i=1

con y; el valor de una variable aleatoria normal con media cero y

varianza uno. A continuacién se presenta el algoritmo para generar esta

aproximacién y un intervalo de confianza del 95%. El cdlculo de la media

y la varianza muestral se realiza en forma recursiva, ver [21].

4.1. Algoritmo de Monte-Carlo. Para valuar una opcién al
tiempo t = 0 o sea Vj, denotemos por Var; a la varianza acumulada
hasta la iteracién ¢. Entonces dado Sy, K, 7, 0 y T se hace lo siguiente:
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1. Se inicializan las variables: VO =0,Var; =0y
Vi = H(Spel =) THomvT),

con y; el valor de una variable aleatoria normal con media cero y
varianza uno. !

2. Para cada trayectoria ¢, con ¢ = 2,..., M se hacen lo siguientes dos
pasos:
(a) Se calcula

H; = H (Soe(r—g)T-&-ﬂym/f) ’

con y; el valor de una variable normal con media cero y varianza
uno. X
Y Y Hi—Vi_
(b) Se calculan V; = V;_1 + L

7

Vari = (1 - )Va’l"i,1 + Z(‘z — ‘/;;,1)2.

1—1

3. ‘A/]u = efrT‘A/M.
4. Se determina el intervalo de confianza del 95%

Vo € Vs — 1.96\/1\1//'[arM’VM n 1.96\/J\V4arM .

En la Tabla 1.1 se presentan algunos resultados numéricos para el
caso de un put con datos: K = 52, Sy = 50, T = 6 meses, r = 0.06
y o = 0.12; el valor exacto del put es 1.9415. El intervalo de confianza
se indica por [Lim. Sup, Lim. Inf] y se muestran los valores que se
obtienen con Monte-Carlo para distintos valores de M. Obsérvese que el
valor exacto se encuentra en todos los intervalos de confianza y que la
longitud de dicho intervalo tiende a cero cuando M tiende a infinito.

M Put | Lim. Inf. | Lim. Sup. | Long. Inter.

100 2.0498 | 1.5401 2.5595 1.0194
1000 | 2.0213 | 1.8604 2.1823 0.3219
10000 | 1.9509 | 1.9019 2.0000 0.0981
100000 | 1.9386 | 1.9230 1.9541 0.0311
1000000 | 1.9447 | 1.9398 1.9496 0.0098

Tabla 1.1. Intervalo de confianza para Monte-Carlo.

1En el anexo A.3 se presenta cémo se genera computacionalmente una variable
pseudo-aleatoria con distribucién normal con media 0 y varianza 1.
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Error cuadratico medio para MC aplicado a opciones euro-
peas. Como se vio antes el error cuadrético medio (ECM) que se comete
al estimar una esperanza de una variable aleatoria § = F(X) por medio
del estimador § = i Zf\il X; de Monte-Carlo es igual a

E(0 —0)>=E@0 - E6))*+ Var(),

~ 2

~ Zx
con Var(0) = 3f.
Al usar Monte-Carlo para estimar el valor de una opcién al tiempo
Vi el error va a ser distinto si se utiliza el precio exacto del subyacente al
tiempo T o si se aproxima su valor por medio de un esquema numérico.

El valor St se calcula en forma exacta a partir de Sy por
Sp = Syelm &) (T—t) oy /T con y; ~ N(0,1).

Si se calcula la opcién por Monte-Carlo de la siguiente forma

r(T—t) M
ZH(gteu (T~ t>+aubﬁ)

~ e

T

el estimador V; es insesgado y el error cuadréatico medio estd dado por

C
U

Si se aproxima el valor del subyacente en T, lo primero que hay que
hacer es discretizar el intervalo de tiempo [0,7] de la siguiente forma:
sea N € N yseah=T/N y definamos ty = 0, t; = th y ty = T. El valor
aproximado de S en los puntos ¢; se generan por medio de un esquema
numérico. Si el valor aproximado del subyacente se denota por SI = Sthi,
entonces el estimador de Monte-Carlo es igual a

ECM(V;) = E((V; — Vi)?) = Var(Vy) ~

r(T—t) M
_ J
Vi = M ZH

con S el valor aproximado al tiempo T que puede tomar el subyacente
N Y

en una trayectoria j. El estimador V}* ya no es insesgado ya que E(V,*) #
V; por lo que el error cuadratico medio es igual a

ECM(V]) = E(V, — E(V)? + Var(V}h).

En el caso de usar como esquema numérico el método de Euler, ver Anexo
A seccién 5, se tiene que

St =(4rh)St, +oSt jy;iVh i=1,...N,

con y; el valor de una variable aleatoria normal con media 0 y varianza
uno. El error cuadratico medio depende tanto de h como de M y el orden
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es igual a

. C
ECM(V}) ~ C1h2 + MQ

con Cy y C5 constantes positivas, siempre que la funcién de pago sea
continua. Notese que en este caso el método es asintéticamente insesgado,
o sea que tiende a cero cuando h tiende a cero.

Para ilustrar el comportamiento de Monte-Carlo con la aproximacién
del proceso por Euler se presenta en la Tabla 1.2 resultados numéricos
para el put vainilla europeo que se utilizé6 en la Figura 1.1 con h =
0.5,0.05 y 0.005. El valor exacto es 1.9415.

h =0.5| Intervalo |h=0.05| Intervalo |h = 0.005| Intervalo
10%|1.8529 |[1.693,2.013] | 1.8905 |[1.731,2.005]| 1.8933 |[1.74,2.057]
10*| 1.9187 | [1.866,1.971] | 1.9581 [[1.907,2.009]| 1.9287 |[1.878,1.979]
10°| 1.8866 |[1.870,1.903] | 1.9461 |[1.93,1.962] | 1.9425 |([1.926,1.959)

Tabla 1.2. Estimacién de un put vainilla europea con MC-Euler.

Como se observa, cuando h = 0.5, el ECM es dominado por el valor
de h por lo que no vale la pena utilizar valores mas grandes de M para
compensar el error de h; al incrementar el valor de M se excluye el valor
exacto del intervalo de confianza, como sucede para h = 0.5 y M = 10°.
Conforme se reduce h, los valores mejoran y como era de esperarse la
mejor aproximacién se obtiene para h = 0.005 y M = 10° cuando h es
mas pequeno y h'y 1/M son del mismo orden.

5. Valuacion de opciones asiaticas

Las opciones europeas que se comentaron en la seccién anterior,
dependen sélo del valor que tiene el subyacente, Sy, en el instante que
se ejerce. Por ejemplo, para el caso de una opcién europea, si al final
del tiempo de maduracion el precio sufre un cambio fuerte, la opcién
cambiarfa bruscamente de estar in the money® a estar out the money 3.
Una forma de evitar estos cambios repentinos en el precio de la opcién, es
suscribir un contrato sobre el valor promedio del precio del subyacente.
Por otro lado, el hecho de que una opcién esté basada en una media,
reduce cualquier distorsién posible en los precios debida a la carencia

2Para el caso de un call, quiere decir que el precio del subyacente es mayor que
el precio de ejercicio.

3Para el caso del un call, quiere decir que el precio del subyacente es menor que
el precio de ejercicio
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de un mercado suficientemente amplio del subyacente. Quiza lo anterior
sean las dos principales razones por las que la utilizacién de este tipo de
opciones ha tenido un gran auge en el ambito financiero en los tultimos
anos.

El hecho de que el pago en el momento de ejercicio dependa de una
media, posibilita muchos usos para este tipo de opciones. Por otro lado,
debido a que fue el Banco Trust de Tokio la primera institucion financiera
que ofrecié este tipo de opciones, se les denomina opciones asidticas.
Ademés como el precio no depende del precio spot sino del precio medio,
son opciones dependientes de la trayectoria del precio del subyacente.

Existen diversos tipos de opciones asiaticas y se clasifican de acuerdo
con lo siguiente.

1. La media que se utiliza puede ser aritmética o geométrica. La que
mas se utiliza en la actualidad es la media aritmética. Por otro lado,
si la media utilizada es la geométrica el cdlculo del precio de la opcién
es relativamente facil de calcular.

2. Sila media se calcula para el precio del subyacente, entonces la opcién
se dice que tiene precio de ejercicio fijo. O bien, si la media se utiliza
para el precio de ejercicio, entonces se dice que la opcién tiene precio
de ejercicio flotante.

3. Si la opcidén sélo se puede ejercer al final del tiempo del contrato se
dice que es asiatica de tipo europeo o euroasidtica, y si puede ejercer
en cualquier instante, durante la vigencia del contrato se denomina
asidtica de tipo americano.

Por lo anterior, basicamente los tipos de opciones euroasidticas son:
Call con precio de ejercicio fijo, con funcién de pago: (A — K).
Put con precio de ejercicio fijo, con funcién de pago: (K — A)4.
Call con precio de ejercicio flotante, con funcién de pago: (S — A)4.
Put con precio de ejercicio flotante, con funcién de pago: (4 — 5);.

En donde, A es el promedio del precio del subyacente. En caso de
que el promedio sea aritmético, se tiene que:

1 T
A== dt
T/O St ’

mientras que si el promedio es geométrico, entonces,

A =exp (71,/0 ln(St)dt> .

Como se comento antes, la valuacién de opciones con media geométrica
es relativamente sencilla, pero el hecho de que la media sea aritmética,
plantea ciertas dificultades. La primera es que el valor de la opcion
depende de la trayectoria, por lo que si se utiliza un modelo de arbol
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binario, se deben tomar en cuenta todas las posibles trayectorias. Si se
tienen n nodos, el numero de trayectorias posibles es 2™, lo cual, para
valores grandes de n se vuelve computacionalmente dificil de calcular.

La segunda dificultad es, en el marco de valuacién de precios de
Black y Scholes, que si el proceso de los precios del subyacente sigue un
proceso de movimiento browniano geométrico, la media arimética no se
distribuye lognormal. De hecho, su distribucién es muy complicada de
caracterizar, véase Linetsky [17].

En este parte, se abordara el caso de la opcién euroasiatica, que de
aqui en adelante sélo se denominara opcién asiatica, y en particular se
analizard el call asiatico con precio de ejercicio fijo.

Se supondra un tnico activo con riesgo, cuyo proceso de precios St
es un movimiento browniano geométrico, en un mercado que satisface las
hipétesis del modelo de Black y Scholes [1]. Bajo estos supuestos, existe
una tunica medida de probabilidad neutra al riesgo, P*, bajo la cual el
precio del activo, Sy, satisface la ecuacién diferencial estocéstica.

dSt =T Stdt + o St th, 0 < t < T (18)

en donde, Sy > 0, r la tasa libre de riesgo, o la volatilidad, T el tiempo
de maduracién y W; es un movimiento browniano estdndar.
Se sabe que la solucién de (1.8) estd dada por

Stg — Stle(r—%az)(tQ—tl)“l‘(Wtz_th)(T 0<t; <ty <T. (19)

Por otro lado, la funciéon de pago para un call asidtico de promedio
aritmético y con precio de ejercicio fijo, esta dado por

méx {A(T) — K,0} = (A(T) - K), .

En donde,
Ax) = l/ Sudu
0

X

Por medio de argumentos de arbitraje se puede ver que el valor en
el tiempo t de la opcién call asidtica estd dado por

Vi(K) = e "TOE[(A(T) — K)4| 7],

en donde, como ya se habia dicho, P* es la probabilidad neutra al riesgo.
Y, como se demuestra en Wilmot [25], lo anterior se reduce a calcular

e TE[(AT) - K)+] .-

Obsérvese que calcular el call en un tiempo posterior al que se inicia
el calculo del promedio, equivale a valuar una opcién call como si se
acabase de emitir, pero con un precio de ejercicio modificado.
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Para el caso en que tg = 0 y t = 0 se tiene:

Vo(K) = eT M E[(A(T) - K)+],

Vi) = B[(3 [ st x) ]

Cuando no haya problema de ambigiiedad, denotaremos a Vp(K)
simplemente con Vj. La expresién (1.10) es la que se utilizard posterior-
mente para el cdlculo del valor del call asidtico con precio de ejercicio
fijo.

Al igual que en el caso de las opciones estdndar, no es restrictivo
tratar sélo con el call, ya que el valor del put, con las mismas carac-
teristicas, puede calcularse por medio de la paridad put-call para opciones
asidticas, véase [4], [17] o [2].

(1.10)

Paridad put-call para opciones asiaticas.

e”E(;/T Stdt—K) +—(”E<K—% /T Stdt> = e”E(;/T Stdt—K).
0 0 0

Los métodos para calcular el precio de la opcién se pueden agrupar
en tres tipos, aquéllos que utilizan un modelo binomial (drboles binarios),
los que plantean la solucién de una ecuacién diferencial parcial y los que
utilizan métodos Monte Carlo. En la seccién siguiente se presentan los
esquemas que se utilizardan para la aproximacion mediante el método
Monte Carlo.

6. Esquemas numeéricos

Con base en los resultados de la seccion anterior, la expresién que se

quiere calcular es
1 T
Vo=e¢e"TE —/ Sudu—K | (1.11)

la cual proporciona el valor de un call asiatico con precio de ejercicio fijo.

Con objeto de hacerlo mediante el método Monte Carlo, es necesario
que se calcule el promedio de Sy, en el intervalo [0,T], y por tanto el
valor de la integral en el mismo intervalo. Se debe notar que, como se
esta suponiendo que el precio del subyacente se rige por un movimiento
browniano geométrico, entonces su valor se puede simular de manera
exacta.

Se desarrollaran dos esquemas numeéricos para aproximar el valor de

T
YT:/ Sydu. (1.12)
0
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Para lo dos esquemas se dividird el intervalo [0, 7] en N subintervalos

de igual longitud, h = N, esto determina los tiempos tg,t1,...,tN—1,tN,
en donde t; = th parat=0,1,..., N.

En el primer esquema numérico se tendra como base las sumas de
Riemann, ya que la aproximacién se hard de acuerdo con

T n—1
/ Sudumh_ Sy, (1.13)
0 i=0

De este modo, si con el método de Monte Carlo se generan M trayectorias,
entonces la aproximacion estara dada por:

1) eiTT M h N-1
Yo =31 (TZS”K> '
j=1 i=0 +

Si en la ecuacién anterior se sustituye h = % se obtiene

m_ T (1%

(1

Vo =51 (NZStiK> . (1.14)
J=1 0 +

1=

—

La ecuacién (1.14) es el esquema 1 del método Monte Carlo que se
utilizard para aproximar Vj.

Para obtener un segundo esquema, se aproxima (1.12) de la forma
siguiente:

[ s

2

-1

[
0

~h

2

i

2

N-1

2 <
=0

I\
o

7

Se desarrolla en serie de Taylor y se obtiene

T hN—l 1
/0 Sud’u, ~ 5 Zz:(:) Sti (2 + (T - 202)h+ (Wti+1 — WtL)U
1 1,)\° 1
+2{<7’—20'2> h2+2(7"—20'2> h(Wti+1_Wti)o—

+ (Wtq‘,-H - Wti)QO'Q} “+ ..

Suponiendo que h es pequena, solo se conservan los términos de orden
a lo mas h y observando que debido a que la variacién cuadratica de

[St + Stﬁrl] - i Z {Sti + Stie(r_égQ)h-’—(Wti“_W”)g} .
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1 1, .

— (Wt~+1 — Wt,) o se cancela con ——o“h, se obtiene
B i i

N-1

T
/ Sudu ~ g > S, 24 rh+ (W, — W) o).
0 i=0

Con base en lo anterior, se tiene

e—rT M h N-1
(2
T S 2 g 2 S Wi W) ) -8

(1.15)
La relacion 1.15 es el segundo esquema, que se empleara para apro-
ximar Vj por el método Monte Carlo.
En la seccion siguiente se muestran los resultados de las aproxima-
clones obtenidas con los esquemas dados en (1.14) y (1.15).

7. Resultados de la simulacién Monte Carlo

Como caso de prueba, para la opcién asidtica, se seleccioné el de un
call asidtico con precio inicial Sy = 100, precio de ejercicio K = 100, tasa
libre de riesgo r = 0.10, volatilidad ¢ = 0.20 y 7' =1 afio y el ntimero de
subdivisiones de 100. El precio es = 7.04, véase Lapeyre [15].

S K r o T
100 100 0.1 0.20 1
M Call | Lim. Inf. | Lim. Sup. | Long. Inter.
1000 | 7.0716 | 6.5466 7.5966 1.0501
10000 | 7.0960 | 6.9273 7.2647 0.3373
100000 | 6.9903 | 6.9377 7.0429 0.1053
1000000 | 6.9768 | 6.9602 6.9934 0.0332

Tabla 1.3. Resultados obtenidos al aplicar el esquema
sumas de Riemann.

Si se quiere aumentar la precisién, debe aumentarse el nimero de
trayectorias en el método de Monte Carlo, y también el nimero de
subintervalos de tiempo, con lo que el tiempo de computadora aumentaria
de manera significativa; por lo que parece necesario utilizar algiin método
que reduzca la varianza de las aproximaciones obtenidas por los métodos
anteriores. Eso es lo que se buscara hacer en la seccién siguiente.



8. METODOS DE REDUCCION DE VARIANZA: VARIABLE DE CONTROL 19

S K r o T
100 100 0.1 0.20 1
M Call | Lim. Inf. | Lim. Sup. | Long. Inter.
1000 | 7.5005 | 6.9466 8.0544 1.1078
10000 | 7.1121 | 6.9426 7.2815 0.3389
100000 | 7.0197 | 6.9668 7.0726 0.1058
1000000 | 7.0435 | 7.0268 7.0603 0.0335

Tabla 1.4. Resultados obtenidos al aplicar el esquema del trapecio.

8. Métodos de reduccion de varianza: variable de control

La principal desventaja el método Monte-Carlo es la lentitud con la
que converge. La rapidez de convergencia depende de la relacién o/ VM.
Para acelerar la convergencia o se disminuye el valor de ¢ o se incrementa
el nimero de trayectorias. Incrementar el niimero de trayectorias incide
en el tiempo de cédlculo computacional; por otro lado, como vimos en la
seccidén 4, el error cuadratico medio de un estimador insesgado depende
tinicamente de la varianza del estimador. Por lo que reducir la varianza
del estimador se ha convertido en el objetivo primordial para aquellos
que quieren acelerar la convergencia de Monte-Carlo, sin incrementar su
costo. Esto ha dado lugar a diversas técnicas entre las que destacan:
variables de control, variables antitéticas, muestreo de importancia, por
condicionamiento y por muestreo estratificado, entre otras. FEn este
capitulo se presenta el método de variables de control y su aplicacion
a la estimacién del valor exacto de la opcién. Para saber méas de los
otros métodos ver [6], [16] y [21].

Método de variable de control. Este método consiste en encon-
trar otra variable que esté correlacionada con la variable de interés.
Supongamos que X es una variable aleatoria, para la cual deseamos
obtener una estimacién de E(X). Sea Y otra variable aleatoria, tal que
E(Y) es conocida. Si definimos una tercer variable aleatoria Z por

Z=X+p[Y —E(Y)].
Entonces, E[Z] = E(X + ﬁ[Y — E(Y)]) Es fécil ver que:
E(Z) = E(X).

Pero,
Var(Z) = Var(X) + 8*Var(Y) + 28cov(X,Y).
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Como se puede apreciar, la Var(Z) es una funcién cuadratica de (.
El valor de 3, llamémosle 5*, que minimiza el valor de Var(Z), es

cov(X,Y)

A== Var(Y) ~

El valor minimo estd dado por

[cov(X7 Y)]2

Var(X + f*[Y - E(Y)]) = Var(X) - Var(Y)

(1.16)

La reduccién relativa de la varianza la obtenemos, si dividimos la
ecuacién (1.16) entre Var(X),

Var(X + 8*[Y — E(Y))]) o [cov(X,Yﬂ2
Var(X) N Var(X)Var(Y)’
—1- [p(X, V)] (1.17)

En donde, p(X,Y) es el coeficiente de correlacién entre X y Y y esta
dado por

cov(X,Y)
VVar(X)Var(Y)

La ecuacién (1.17) nos dice que la reduccién de varianza obtenida al
emplear la variable de control Y es de 100p%(X,Y)%.

Por lo regular, aunque E(Y") es conocida, los valores de Var(Y), de
cov(X,Y), asf como de Var(X), no son conocidos, sino que se tienen que
estimar a partir de los datos simulados.

Si tenemos M parejas de datos simulados, (X;,Y;),i=1, 2,..., M,
podemos emplear

p(X,Y) =

M -1 ’
=1
y
M 5\ 2
_ (V;-Y)
Vart) =2 31

como los estimadores de interés. Con esto podemos aproximar 3* por
medio de 8%, en donde

Ak @(Xa Y)
Var(y)
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Ahora bien, la varianza del estimador de Z = X + *[Y — E(Y)]
estd dada por

Var(Y)

Aplicaciéon a la valuacién de opciones asiaticas. En el caso
de las opciones asidticas con media aritmética, se sabe que aunque
el precio del subyacente tenga una distribucién lognormal, la media
aritmética tiene una distribucién que sélo es tratable numéricamente,
véase Linetsky [17]. Ahora bien, la media geométrica es una cota inferior
para la media aritmética, y por otro lado su esperanza puede calcularse
como se indica a continuacién; por lo que se utilizard como nuestra
variable de control.

El valor esperado de la variable de control es

P e*TTE{e(% fOT In(Se)dt) K}
+

. 1,2 . .
Sustituyendo S; = Spe("=27)t+oWe eq 1a ecuacién anterior, tenemos
T
Vo = e*TTEKSoe(T_%Uz)%JF% Jo wedt _ K) }
+

Y como puede verse en Lamberton [14], se tiene que el valor de Vj
esta dado por

Vo=e? [T’L%}TSON(dl) — Ke "' N(dy). (1.18)

en donde,

d1 :d2—|—0'\/T/3.

Con base en la seccién anterior y de acuerdo con el método desarrol-
lado por Kemna y Vorst [11], en el que proponen aproximar % fOT Sudu

1 T
. L [T In(S.)d . .
por medio de e™ J o MWL potas dos variables aleatorias esperamos que

sean similares, para valores de r y ¢ no demasiado grandes. De hecho
la segunda, que es una media geométrica continua, es una cota inferior
para la primera.

In(S,)du

1 (T
Es facil ver que la variable aleatoria eT fo tiene una dis-

tribuciéon normal y su esperanza esta dada por,

E [efrT (e% foT In(Su)du _ K) ] = 67% [TJF%} TSON(dl) — KefrTN(dz)v

+
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que tiene una forma del estilo de la férmula de Black y Scholes.
Por lo tanto, podemos emplear como variable de control a la variable
aleatoria Z, definida por

T
7 - C_TT<€% fU In(Su)du K) .
+

(r—é)u-{-o’Wu

Ahora bien, como podemos sustituir S; por Spe , al

hacer esto en la ecuacién anterior, tenemos
2
1 T (T*%)ui»awu
T T In(Soe du
Z =e (eT J 0 ( ) - K o

7 — e_rT (6% [fOT ln(So)du+f0T (r—%)udu+a fOT Wudu] o K)

)

+
Z=¢TT (506(7»%) THE foT Wadu_ K) )
+

Se debe notar que la variable de control se calcula con la misma
trayectoria del movimiento browniano, que ya se utilizé para la variable
S¢. Por lo que debemos adaptar cada uno de los esquemas para simular
la variable de control.

Entonces, los esquemas para la aproximacién de la variable de control
Z quedan de la manera siguiente:

2 ” n—1
Zq]?,’n, _ e*’l"T (506(7“77)%+T Zkzo hWtk‘ —K) (119)

7

+

e n—1p

ZYY:,n — T (SQG(T_§)%+T B0 E(Wtk+Wtk+1) — K)+, (1.20)

En cada uno de los cuales utilizamos el mismo tipo de aproximacion
para fOT W.du que para fOT Sudu.

En la siguiente seccién se presentan los resultados de las aproxima-
ciones obtenidas al aplicar los esquemas anteriores.

9. Resultados numéricos con reduccion de varianza

A continuacién se muestran los resultados que se obtuvieron para el
caso de prueba, un call asidtico con precio de ejercicio fijo y la técnica
de reduccion de varianza, para aproximar su valor, los resultados se
presentan redondeados a cuatro decimales. Las caracteristicas de este
call son: Sy = 100, K = 100, r = 10%, 0 = 20% y T = 1, el ntimero de
subdivisiones en el tiempo es de 100. El valor aproximado de este call es
7.04.

En este esquema, aunque la longitud del intervalo se reduce conside-
rablemente, comparado con la Tabla 1.3, los intervalos de confianza, no
“atrapan” al valor verdadero.
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M Call | Lim. Inf. | Lim. Sup. | Long. Inter.
100 | 7.0179 | 6.9774 7.0583 0.0809
1000 | 7.0185 | 7.0031 7.0339 0.0308
10000 | 7.0152 | 7.0104 7.0200 0.0096
100000 | 7.0173 | 7.0158 7.0189 0.0031

Tabla 1.5. Resultados obtenidos al aplicar el esquema
sumas de Riemann, con reduccidn de varianza.

M Call | Lim. Inf. | Lim. Sup. | Long. Inter.
100 | 7.0584 | 7.0124 7.1043 0.0918
1000 | 7.0414 | 7.0256 7.0572 0.0317
10000 | 7.0421 | 7.0371 7.0471 0.0100
100000 | 7.0438 | 7.0422 7.0454 0.0032

Tabla 1.6. Resultados obtenidos al aplicar el esquema del
trapecio con reduccién de varianza.

Es interesante notar que en este esquema, la longitud del intervalo
para 1000 trayectorias de Monte Carlo es del mismo orden que el de
100,000 para el método sin reduccién de varianza, véase la Tabla 1.4. Los
resultados anteriores se obtuvieron con la implementacion del algoritmo
siguiente para el calculo del valor de la opcion asiatica,

(1 o) |

Algoritmo Monte-Carlo con reduccion de varianza para valuar
una opcién call asiatica con precio de ejercicio fijo.

I=Vy=e"TE

Denotemos con:

X; al valor obtenido para la opcién mediante el esquema (1.14) con
la trayectoria 3.

Y; al valor obtenido para la variable de control mediante el esquema
(1.19) con la trayectoria i.

X;,Y; las medias aritméticas del valor de la opcion y de la variable
de control, respectivamente, hasta la iteracion i.

VarX;, VarY; y CovXY; a la varianza del valor de la opcidn, la
varianza de la variable de control y la covarianza entre estas variables,
respectivamente, hasta la iteracién 1.
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. Entrada: Valor inicial del subyacente Sy, precio de ejercicio K,

tiempo de maduracion T, la tasa libre de riesgo r, volatilidad anual
o

. Inicializar valores: X'O =0,VarX, =0, VarY; =0y CovXY; =0.
. Calcular X con el esquema (1.14) y Y7 mediante el esquema (1.19)
. Hacer Xl =X1y }71 =Y.

. Para cada trayectoria i, con i =2,..., M

a) Calcular X;, Y;. ] _
b) Calcular X; = X;_q + X=Xy, —y, | 4 YizYia

(2 (3

c¢) Calcular VarX; = (1 — i) VarX;_1+1 (XZ- — Xi,l)z.
(1

i—1
N 2

d) Calcular VarY; = — z_%) VarY,_1 +1 (Yi — Yi_l)

e) Calcular CovXY; = (1 — ﬁ)ConYi_l + (X - Xl-_l)(Yi —

)

)

)

) i
Yio1).

. Actualizar los valores de Xy, Yar, VarXy, VarYay y CovXYay,
“trayéndolos” a valor presente.
. Calcular EY mediante la férmula (1.18) y 5 = —C‘fsfyﬁ/’ .

. Caleular Zy = X+ BV —EY) y VarZy = Var Xy — CoXn”
. Se determina el intervalo de confianza del 95%

VarYy

~ 1.96v/VarZy -~ 1.96v/VarZy,
I E Z]\/[ - T, ZM + T .
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Capitulo

Calculo de la cobertura

En este capitulo se tratara el tema de la cobertura que consiste en
calcular, al tiempo inicial la estrategia de inversiéon que debe seguir quien
suscribe la opcién para que, a la fecha de vencimiento, la prima de la
opcidn sea igual al valor de la opcién al tiempo T'. En el caso de una opcién
vainilla europea es posible determinar en forma exacta la cobertura; la
primera seccién se ocupa de este punto. Dado que para varias opciones
exdticas no es posible calcular en forma analitica la cobertura, en la
secciéon dos se presenta la aproximacién por Monte-Carlo por dos métodos
distintos: diferencias finitas y el método pathwise-derivative o derivada
trayectorial. Por tultimo, en la tercera secciéon se presenta el calculo
numérico de las griegas que son funciones que miden la sensibilidad del
valor de la opcién a variaciones en los parametros como la volatilidad, la
tasa de interés y el tiempo al vencimiento.

1. Caélculo de la cobertura para opciones europeas vainilla

En esta seccién se considera que se cumplen las hipétesis del modelo
de Black-Scholes, en particular, que el mercado se compone de un activo
sin riesgo y otro con riesgo. En este mercado, un portafolio consiste en
un capital invertido en los activos antes mencionados. El monto invertido
en el activo sin riesgo al tiempo ¢ se denota por ¢Y y por ¢; el nimero
de acciones que se adquieren del subyacente. Recordemos que para cada
t >0, ¢¥ y ¢; toman valores en los reales.

El valor del portafolio al tiempo ¢ se denota por 7 y es igual a

Ty = ge’"t + ¢tSt- (21)
Supongamos que el portafolio es autofinanciable, lo que implica que
dmy = réYe™dt + ¢idS;. (2.2)

Como se vio en el capitulo anterior, para el modelo de Black-Scholes
existe una tUnica probabilidad P*, equivalente a P, bajo la cual los
precios descontados del subyacente son martingala. Las consecuencias
de esto son muy importantes ya que, por los teoremas fundamentales

25
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de la valuacién de activos, se puede afirmar que en el modelo de Black-
Scholes cualquier opcién europea se replica por medio de un portafolio
autofinanciable y admisible 7; cuyo valor en cualquier tiempo ¢t € [0, T
coincide con el de la opcién. Es decir

Vi =m. (2.3)

Por lo tanto, en principio el problema de la cobertura esta resuelto, hay
que determinar para cada t el portafolio m;. Sin embargo, para ello hay
que encontrar la estrategia de inversion.

Si se aplica la férmula de Ito a la funcién V, suponiendo que esta
funcién tiene la regularidad necesaria, se obtiene

ov(t,s) 1 0?V (t,S ov(t,S
dV(t,S):(f975 )+§a2s2 622 ))dt+ 8(5 )

Suponiendo que S satisface la ecuacién diferencial estocéastica del
proceso del browniano geométrico, ver (1.1), se tiene que
av(t,sS) 1 0%V (t,S) oV (t,S)

dV(t,S):(at—l—20252 557 +pS 95

ds.

dWy.

(2.4)

Por otro lado, como dm = dV entonces al igualar (2.4) y (2.2)

se obtienen dos ecuaciones, una para la parte determinista y otra que
depende del browniano.

oV (L, S)

ovV(t,S) 1 , ,0*V(t,9) ovV(t,S) o
T+§U S 552 wS 5 = die +pSer  (2.5)
v (t, S
SU% = SU¢t.
Esta tltima implica que
av (t,S
by = 73(5 ). (2.6)

En consecuencia, al tiempo ¢ hay que invertir en %ts’s) acciones del

subyacente. El valor de ¢Y se encuentra al substituir ¢; en la ecuacién
(2.1) y al usar que V; = ;. Al despejar ¢? se obtiene

av(t, S .
¢g = (Vt - (§S)St>e t.

De esta forma se determina la estrategia de inversién del portafolio
replicante que es lo que se llama la cobertura de la opcidn.
Si substituimos el valor de ¢; y ¢¥en la ecuacién (2.5) y se cancelan
los términos iguales se obtiene la ecuacion
ov(t,S) 1 262 02V (t,S) N S8V(t, S)

ot 2”7 a5z "™ a9

—rV(t,s) =0,
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que se conoce con el nombre de la ecuacién de Black-Scholes. Esta
ecuacion en derivadas parciales, junto con condiciones finales y de fron-
tera adecuadas, permite calcular el valor de la opcién sin el calculo de
una esperanza. Obsérvese que esta ecuacion es totalmente determinista,
para conocer méas sobre este enfoque consultar [25].
Caleulo de 1 . La funcien 2V&S) 119 L .
alculo de las griegas. La funcién —;g=* mide también la sensi
bilidad del valor de la opcién a variaciones en el precio del subyacente.
El estudio de qué tan sensible es el valor de la opcién a las variaciones
de las variables y de los parametros es una forma de medir el riesgo de
la opcién. A este estudio se le conoce con el nombre de célculo de las
. . OV (t,S)
griegas, porque se usan las letras griegas para denotarlas. A =55~ se
le conoce como la delta al tiempo ¢ y se denota por A;.

En el caso de las opciones vainilla europeas se puede calcular en
forma exacta el valor de A; simplemente derivando con respecto a S la
féormula de Black-Scholes (1.6). De esta forma se obtiene que para un
call Ay = N(dy) y para un put es A; = N(dy) — 1.

Se listan a continuacién a qué son iguales otras derivadas importantes
de un call

F — 62V(t, S) _ 1 eid%/2’

052 So2rT
V@ga — 3V(t, S) _ S\/Tefdf/Z’
do V2T
ov(t, S y

p o= % =TKe "TN(dy),

0 = W, S) =— 59 e—di/2 —rKe "TN(dy).
ot 22nT

2. Caélculo de la cobertura por Monte-Carlo

Para determinar tanto la cobertura como las griegas hay que calcular

la derivada de un valor esperado respecto a una variable 6

dv d .,

= B (Y (51(0)),
con Y la funcién de pago descontada y la esperanza se calcula bajo la
probabilidad neutra al riesgo.

Hay muchas formas de calcular numéricamente esta derivada, la mas
sencilla es aproximar la derivada por diferencias finitas, sin embargo este
enfoque tiene la desventaja de generar un estimador que no es insesgado.
Otro método se obtiene al considerar que el calculo de una esperanza
de una variable aleatoria continua es el calculo de una integral. Bajo
ciertas condiciones, la derivada de una integral se puede intercambiar
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por la integral de una derivada, lo que evita aproximar la derivada y
permite generar estimadores insesgados. Esta idea da lugar al método
de derivada trayectorial. A continuacién se presentan ambos enfoques.

Diferencias finitas. Una forma de aproximar la derivada es por
medio de un cociente de diferencias finitas. Hay muchas formas de
construir este cociente; por ejemplo, la mas sencilla es con diferencias
finitas hacia adelante

dv(e) V(@+h)-V(0)

~

do h

Si denotamos por

Y(0+h) = ZYST0+h)) y Y(0) MZYST 9)),

11 i=1

entonces combinando Monte-Carlo con diferencias finitas hacia adelante
da lugar al siguiente estimador

[YV(6 +h) - Y (6)]
Y .
El valor esperado de este estimador es igual a

B(Ap) V(9+h})l—V(9).

Si V es tres veces diferenciable respecto a 6, por el teorema de Taylor, se
obtiene que

Ap—

V(O +h)=V(0)+ hd‘;—é) + R2V"(0) + o(h?)

lo que nos permite probar que el estimador no es insesgado ya que

A dV
E(Ap) — % V" (0)h + o(h).
Este error puede reducirse si en lugar de usar diferencias finitas hacia
adelante se utilizan diferencias finitas centradas

A — Y(0+h)—Y(9—h).

2h
En este caso, si V' es cuatro veces diferenciable
N dv (6 1
E(Ac) — i) _ —V"(0)h* + o(h?).

do 6

El estimador sigue siendo no insesgado, pero el orden del error es mas
pequeno. Por otro lado, ambos errores tienden a cero cuando h tiende a
cero, por lo que son estimadores asintéticamente insesgados.
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Por lo que respecta a la varianza del estimador se tiene que

Var(Ap) = Var(Y (0 Zgh) -Y() _ Var(Y(é)J\;}i;) —Y ()

El numerador puede, a su vez, depender de h; la dependencia estd en
relacién de la forma en que se generen Y (Sp (0 + h)) y Y (Sr(6)). Si son
variables independientes

Var(Y(0+h) =Y (0)) = 2Var(Y(9)).

Si son dependientes y por ejemplo, se usan los mismos nimeros aleatorios
para generarlas,
Var(Y (0 +h) —Y(0)) = Ch.

En ambos casos cuando h tiende a cero la varianza del estimador se
incrementa. Y este es el principal inconveniente de combinar diferencias
finitas con Monte-Carlo.

Ilustremos este comportamiento con la estimaciéon de A; para la
opcién put europea al tiempo ¢ = 0. En este caso § = Sy y se usaran los
mismos nimeros aleatorios para generar St(Sp) y S7(So + h). Es decir,

Sr(So) = Soer =T /AT=owVT ¢ G (Sy4h) = (Sg+h)er=o /AT=ovVT

con y el valor de una variable aleatoria normal con media 0 y varianza
uno. El algoritmo que se usa es el siguiente:

Algoritmo Monte-Carlo-diferencias finitas para valuar delta.
Dado Sy y h, para valuar Ap, al tiempo ¢ = 0, se realizan los siguientes
pasos:

1. Se inicializan las variables: Vo =0y Varg = 0.
2. Para cada trayectoria ¢, con ¢ = 1,..., M se calculan

(a)

Y; = (K — Soe(r—é)T-s-omﬁ)Jm
02
X; = (K — (So + h)elr= ) THosvTy

con z; el valor de una variable normal con media cero y varianza

uno.
(b) Se calcula
(Xi —Y;) = Vi

; .

(c) Sii>1se calcula Var; = (1— A5)Var;—y + (i)(Vi — Vie1)?.

3. Se calcula

Vi=Vii +

. 1
Ap = E[e_”"TVM].
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4. Un intervalo de confianza del 95% para Ar estd dado por

Ap e AF _ 1.96\/VarM7AF n 1.96/Var, '
VM VM
La siguiente Tabla 2.1 muestra, para distintos valores de M y h, el
valor aproximado de delta cuando se usa Monte-Carlo con diferencias
finitas (MC-DF) hacia adelante, para distintos valores de h y M. Los

datos son los siguientes: un put europeo vainilla con K = 52, Sy = 50,
T = 6 meses, r = 0.06 y 0 = 0.12. El valor exacto de A es —0.526407.

M/h| 0.1 Intervalo 0.01 Intervalo 0.001 Intervalo

103 |-0.5351 | [-0.5648,-0.5054] | -0.5216 | [-0.5517,-0.4916] | -0.5044

0.5344,-0.4744

10° | -0.5219 | [-0.5249,-0.5189] | -0.5223 | [-0.5253,-0.5193] | -0.5251

0.5280,-0.5220

10 |-0.5215 | [-0.5224,-0.5205] | -0.5262 | [-0.5271,-0.5252] | -0.5266

[_

10% | -0.5235 | [-0.5329,-0.5141] | -0.5202 | [-0.5297,-0.5108] | -0.5231 | [-0.5325,-0.5136
[_
[-0.5275,-0.5256

]
]
]
]

Tabla 2.1. Estimacién de Delta por MC-DF

Observemos que el error cuadratico medio depende de h y M; no
es posible corregir el error que se introduce al tomar una h grande,
incrementando el niimero de trayectorias. Las mejores aproximaciones
se obtienen cuando h = 0.01, M = 100000, y h = .001, M = 100000.
Esto quiere decir que no vale la pena hacer menor el valor de h para
obtener una mejor aproximacién. Se puede probar que hay un valor de
h* 6ptimo y para valores mas pequenos que éste, la varianza comienza
a crecer deteriorando la aproximacién. Algunos autores han publicado
trabajos en esta direccién, ver [6]. Por otro lado, el sesgo que se introduce
al discretizar la derivada no permite garantizar que el valor exacto esta
en el intervalo de confianza, como se observa en el caso de h = 0.1.

Método de derivada trayectorial. El objetivo de este método es
evitar las desventajas del método anterior generando un estimador que
sea insesgado y cuya varianza no dependa de h. Bajo ciertas condiciones,
la derivada de una esperanza es igual a la esperanza de la derivada, o sea

av(d) _ gE*[Y(Q)] _ E*{dY(H)]
do do do
Y () es una variable aleatoria para cada 6 en un intervalo de los reales. Y
es una funciéon que depende de 6 y de w € Q). Entonces, jqué significado
tiene la derivada de Y respecto a 87 Se puede interpretar como la tasa
de cambio de Y al variar  cuando se mantiene w fijo y se define por

dy () . Y(0+h)—Y(0)
TR h :
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Si podemos afirmar que, con probabilidad uno, esta derivada existe,
diremos que es la derivada trayectorial de Y. En el caso de las opciones,
esto se cumple para la mayoria de las funciones de pago que sean
Lipschitz. En el libro de Glasserman [6] se dan condiciones rigurosas
que debe cumplir Y para que exista esta derivada.

Al aplicar esta idea en el cédlculo de la cobertura de una opcién
europea vainilla se denotard por 1l(g, k] la funcién indicadora que se
define por

1 o 1 siSr>K
Sr>Kl = 0 siSr < K
y se tiene para 6 = Sy,
dY(Sr)  dY dSr
dSy  dSt dSy’
por lo que

dY . day .
E =T ]1[ST>K] y E = 7T ]1[K>ST]
en el caso de un call y de un put, respectivamente. La otra derivada es
igual a

dSvr _ St

dSo So
En suma, la delta para un call vainilla es igual a

S
* —rT T
A=F (6 ]I[ST>K]ST)>.

La esperanza puede calcularse por medio de Monte-Carlo. Observemos

que el estimador que se obtiene es insesgado y la varianza del estimador

el
es del orden i

Algoritmo Monte-Carlo con derivada trayectorial para va-
luar delta. Dado Sy, para estimar al tiempo ¢ = 0 el valor de A, para
una opcién call europea se llevan a cabo los siguientes pasos:

1. Se inicializan las variables: Ay =0, Varg = 0.
2. Para cada trayectoria i, con ¢ = 1,..., M se calculan
(a)

Séﬂ — Soe(rfg—;)T%»Jzi\/T

con z; el valor de una variable normal con media cero y varianza
uno.
(b) o
Y = ﬂ[s;>K] 57?
(€) Aj =Ny g + XimDi=t,
(d) Parai>1, Var; = (1 — L) Var;_1 +i(A; — A_1)%

i—1
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3. Ay = €_TTAM
4. Un intervalo de confianza del 95% para A est4 dado por

Ac Ay, — 1.96/Varys Ay + 1.96\/VarM]

N7 v

A continuacién se presenta, para el mismo ejemplo que se utilizé para
ilustrar diferencias finitas, el desempeno del método de Monte-Carlo con
derivada trayectorial (MC-DT). Los datos son los siguientes: un put
europeo vainilla con K = 52, Sy = 50, T = 6 meses, r = 0.06 y 0 = 0.12.
El valor exacto de A es —0.526406.

M | Lim. inferior | Estimacién | Lim. superior | Long. intervalo
103 -0.5357 -0.5057 -0.4757 0.0599
107 -0.5335 -0.5241 -0.5146 0.0189
10° -0.5299 -0.5270 -0.5240 0.0060
~10° -0.5276 -0.5266 -0.5257 0.0019

Tabla 2.2. Estimacién de Delta por MC-DT.

Los resultados muestran que el valor exacto siempre estd en el
intervalo de confianza y que el error disminuye a medida que M se
incrementa, comportamiento que no se observa en la Tabla 2.1 cuando
se aplica diferencias finitas.

2.1. Cobertura de la opcidon asidtica. En esta seccion se aplica
el método de derivada trayectorial al calculo de la cobertura de la opcién
asiatica. Este caso ilustra el uso del método de derivada trayectorial para
aproximar la cobertura de opciones cuya valuacion no puede llevarse a
cabo en forma analitica.

Como se vio en el segundo capitulo, para la opcién asidtica sélo existe
una solucién en series, véase [17], que no es muy préctica, por lo que la
valuacion debe aproximarse por algin método numérico como el método
de Monte-Carlo.

Una opcién asiadtica europea es aquella que sélo puede ejercerse en el
tiempo de vencimiento T' con funcién de pago igual a la diferencia entre
K y un promedio de valores de S;. Hay opciones asidticas cuya funcién
de pago depende del promedio aritmético del precio del subyacente en un
ntmero finito de puntos ¢; € [0,T] y hay otras en la que el promedio se
calcula tomando en cuenta los precios a lo largo del intervalo [0, T]. Por
ejemplo, en el caso de un call asiatico la funciéon de pago descontada Y
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puede tomar las siguientes formas:

v(s)=e (4 Zst, K), o v =3 /Tstdt—
0

En ambos casos Y es una funcién continua. Para el primer caso, el
cdlculo de la sensibilidad de V' respecto a una variable 6, por el método
de derivada trayectorial, se hace introduciendo una nueva variable S =
~ ZZ 1 St,- Entonces

dv dY S
=E (%) = E*(‘iﬁ).
do do ds do

En particular, si § = Sp, cuando se desea calcular la cobertura de
una opcién call al tiempo ¢t = 0, se tiene que

dv —E*(dY dg).

Sy \dS dSy
dy —rT
ﬁ = gk

N
sy, 1 St,
dSO N Z dSy N ; So’
Por lo que el valor de delta al tiempo ¢t = 0 es igual a

S
A=E (Mg s ).
[S>K] So
El método de Monte-Carlo puede aplicarse para obtener una esti-
macién del valor esperado, generando un estimador insesgado
M —
A 1 S
_ _—rT . M
A=eT— [ [SJ'>K150}’ (2.7)
j=1
con error cuadrdtico medio del orden C'/M.

Si deseamos aplicar este método para el caso del promedio a lo largo
del intervalo [0, 7] las cosas ya no son tan ficiles, dado que el valor de
la integral debe ser aproximado a través de un método numérico como
los que se usaron en el capitulo anterior en la valuacion de opciones
asidticas. Si se selecciona el esquema mds sencillo, ver (1.13), entonces,
dado N e N, h =T/N yto =0, t; = ih y Ty = T, la integral se
aproxima por

17 h
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Si se denota con Sh = % Zil Sy, entonces
v d
9 " do
En particular cuando 8 = Sy la cobertura al tiempo ¢ = 0 se aproxima
por

B (e (SP - K)s).

El estimador que se obtienen al aproximar el valor esperado por Monte-
Carlo es igual a

_ M oh

o e T S’

Ol o)

M z; (7 >K] Sy

]:

A continuacién se presenta el desempeno de este método, Monte-Carlo
con el método de derivada trayectorial (MC-DT), cuando se calcula la
cobertura de la opcién call asidtica europea que se utilizé en la secciéon
2.3. Los datos son: precio inicial, Sy = 100, precio de ejercicio K = 100,
tasa libre de riesgo r = 0.10, volatilidad ¢ = 0.20 y T'= 1 ano.

M/h] 01 0.01

Estimacién | Int. de conf. 95% | Estimacién | Int. de conf. 95%
107 | 0.638 [0.604,0.671] 0.7140 [0.614,0.815]
103 0.662 [0.629,0.695] 0.6431 [0.609,0.677]
10* 0.641 [0.630,0.652] 0.6493 [0.639,0.660]
100 | 0.643 [0.640,0.646] 0.6513 [0.648,0.655]

Tabla 2.3. Estimacién de Delta para una opcién asiatica
por MC-DT.

Observemos que no vale la pena incrementar el tamano de M si h
queda fijo. El error que se comete al aproximar la integral por el esquema
numérico (1.13) es de orden h, mientras que el error que se comete al usar

Monte-Carlo es de orden 1/+/ M. Entonces hay que seleccionar h y M tal

~ L
quehwm.

En este caso el estimador ya no es insesgado puesto que E*(A —
E(A")) # 0. Pero este valor esperado tiende a cero cuando h tiende a
cero por lo que el estimador es asintéticamente insesgado. El orden del
error cuadratico medio de A" es més dificil de calcular que en los otros
casos por lo que remitimos al lector a la literatura especializada, ver [6].

Por dltimo, cabe senalar que la aproximacién serd mejor si se usa
un esquema de mayor orden para aproximar la integral. Por ejemplo, el
segundo esquema visto en el capitulo anterior.
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3. Calculo de algunas griegas por Monte-Carlo

Se puede utilizar el método de derivada trayectorial para estimar
la sensibilidad del valor de la opcién a cambios en los pardametros. A
continuacion se presenta el calculo de algunas griegas para una opcion
call vainilla.

El calculo de Vega, que mide la sensibilidad del precio de V' a varia-
ciones en la volatilidad, se reduce con el método de derivada trayectorial
al siguiente calculo

o d‘/; o * dY dST o 7T(T7t) * dST
Vega, = 5= =F <E%) = E (“[Spfﬂ%)
dSr

o = (VT —tz—o(T —1t))Sr,

con z el valor de una variable normal con media cero y varianza uno.

Al aplicar este método al célculo de p, que mide la sensibilidad del
precio a variaciones en la tasa de interés, y de ©, que lo hace respecto al
tiempo antes del vencimiento, se obtiene

d‘/t * dn —r{{L{— *
p="t=p (W) = (T —t)e"T-OE (1[5T>K]ST Sy — K)+).
v, _ . (dY,
o= = ()
dYy o dSt
E = e (T t) (T(ST - K)+ + H[ST>K]W).
dSy

B oz o2 g
it (2\/T—t - (r 2 )) T

con z el valor de una variable normal con media cero y varianza uno. Si
en todos estos calculos, el valor esperado es estimado por Monte-Carlo
se obtendra, en cada caso, un estimador insesgado con error cuadratico
medio del orden ﬁ

Desgraciadamente, este método no puede utilizarse para calcular la
T', que es la variaciéon de delta al cambio del precio en el subyacente, ya
que eso implica el cdlculo de la derivada de delta respecto a Sy, lo que es
igual a

d*v e d dSr
F=a = asn (Hisr> dSO)'

La presencia de la funcién indicadora impide intercambiar el valor es-
perado con la derivada. En este caso o se aproxima por diferencias fini-
tas o se usan otros métodos mas sofisticados como la razén de méxima
verosimilitud, ver [6].

A continuacion se presentan los resultados numéricos que se obtienen
al estimar Vega, p y © por Monte-Carlo combinado con el método de
derivada trayectorial para la opcién call europea vainilla con K = 52,
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So =150, T =6 meses, r =0.06 y 0 = 0.12. Al tiempo ¢t = 0, el valor de
Vega exacto es 14.07383, de p = —14.130924 y de © = .006851.

Vega Intervalo p Intervalo (C] Intervalo

10%[14.6430[13.3999,15.8867]|-14.710| [-15.505,-13.915] | .0080 | [-1071,.1231]

10°[14.1046|[13.9846,14.2246]|-14.095 |[-14.175, -14.015]|-.0012|[-.0119,.0095)

107|14.0672|[14.0553,14.0792] |-14.127 | [-14.135,-14.119] | .0072 | [.0061,.0083]

Tabla 2.4. Estimacién de Vega, p y © para una opcién
vainilla por MC-DT.

3.1. Caélculo de las griegas para la opcidén asiatica. El método
de derivada trayectorial combinado con Monte-Carlo nos permite apro-
ximar el valor de las griegas de la opcién asidtica. Para ello, supongamos
que la funciéon de pago descontada al tiempo ¢ de la opcién asidtica
depende de un promedio aritmético que aproxima el valor promedio de
St en el intervalo [0, T]; es decir es de la forma

Vi=e "5 — K),

conS ==~ Zf\;l St,. El valor de la opcién esta dado por V; = E*(Y}) por
lo que

vy L (dY: LAY dS
=—=F(—)=FE"——.
Vegay do ( do ) ( ds da)
(T —t) o ds
Vegar =08 (15, 077
— N
dsS h
y o = E St — ot
do To i:1[zz\/5 O—tl]St1',7

con z; el valor de una variable normal con media cero y varianza uno.

CdVy o dYedSN gy, dS
=g = F (ﬁa)—e E (ﬂ[w@ (T 1Y),

con

dS  h
% - lezltlstl

dv; 7E*(dYt)’

O = =\
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@,
dt

S, h < ) 1
= T;Sti[(r o*/2)+ 5= azl],
con z; el valor de una variable aleatoria normal con media cero y varianza
uno.

Por 1ultimo, se presenta para la opcién call asidtica europea que se
utilizé en la seccién 2.3, el célculo de las griegas Vega, p y 6. Los datos
son: precio inicial, So = 100, precio de ejercicio K = 100, tasa libre de
riesgo r = 0.10, volatilidad ¢ = 0.20 y T = 1 ano. Para aproximar la
integral se escogié h = .01.

M Vega longitud p longitud (C) longitud

10° |[17.32,23.08] | 5.76 |[26.82,29.61]| 2.80 |[10.85,12.61]| 1.75

10° | [19.06,19.62] | .56  |[27.36,27.64]| .28 |[11.13,11.31]| .17

107 |[19.24,19.30] | .06  |[27.52,27.55]| .03 |[11.22, 11.23]| .02

Tabla 2.5. Estimacién de Vega, p y © para una opcién
asiatica por MC-DT.






Apéndice A—

Simulacion

1. Generadores de nimeros aleatorios

Una forma de generar ntimeros aleatorios es lanzar una moneda al
aire, tirar un dado o sacar una carta de una baraja o dando de vueltas a
un disco, que tenga inscritos a lo largo de la circunferencia niimeros, y que
se mueva por medio de una fuerza mecédnica no determinista. Estos pro-
cedimientos son 1tiles siempre que se desee generar un niimero pequeno
de numeros aleatorios, pero si se desea generar miles de ellos se requieren
procedimientos que puedan hacer uso de las computadoras. Un ejem-
plo que ilustra las limitaciones de estos procedimientos lo dio la empresa
Rand que en 1955 publicé una tabla de un millén de ntimeros aleatorios.
En un principio fue un éxito, pero pronto mostré sus limitaciones para
ciertos calculos, en los que se requiere miles y miles de niimeros aleato-
rios, como por ejemplo en aplicaciones del método de Monte-Carlo en
dindmica molecular.

El primer algoritmo computacional para generar ntimeros aleatorios
fue el algoritmo de cuadrados medios de Von Neumann que fue publicado
a fines de los anos cuarenta. El algoritmo consiste en lo siguiente: dado
un numero entero positivo de NV digitos Xy, con N par, tomar s nimeros,
con s < N/2, a la izquierda del digito dy/o incluyendo a este digito y s
ndimeros a su derecha. Respetando el orden, con estos digitos se forma un
nuevo nimero que se eleva al cuadrado y cuyo resultado se indica como
X1; si denominamos como U; = .X; entonces U; es el primer niimero
pseudo-aleatorio uniforme en el intervalo (0,1). Se repite el proceso a X3
para generar Xo y obtener a su vez Uy = . X5, y asi sucesivamente. De
esta forma se generan n ntumeros en (0,1) que ya no son propiamente
aleatorios pues no son producto del azar.

Ilustremos con un ejemplo este algoritmo. Consideremos que N = 6,
s =2y xg= 256874. Los digitos que se seleccionan son 5687, que elevados
al cuadrado nos dan el siguiente elemento de la sucesién x; = 32341969
que da lugar a Uy = .32341969. De esta forma se obtienen x5 = (3419)2,
U = .11689561, w3 = (6895)% y Uz = .47541025 y asf sucesivamente.

39
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A sucesiones de nimeros obtenidos por algoritmos deterministas cuya
complejidad nos impide predecir de antemano cudl es el valor de su
k—ésimo elemento se les llama nimeros pseudo-aleatorios.

Los algoritmos para generar ntimeros pseudo-aleatorios en el inter-
valo (0,1) deben tener buenas propiedades estadisticas, entre éstas:

1. Los ntimeros deben distribuirse uniformemente en el intervalo (0, 1).

2. No deben estar correlacionados entre si .

3. Deben permitirnos generar un gran ndmero de ellos sin que se
comiencen a repetir.

El algoritmo de Von-Neumann no tiene buenas propiedades es-
tadisticas y a veces sélo se pueden generar sucesiones pequenas como
cuando los digitos que se seleccionan para generar un nuevo niimero son
todos cero.

La mayoria de los algoritmos que se utilizan hoy en dia para generar
nimeros pseudo-aleatorios con distribucién uniforme se basan en con-
gruencias lineales. El primero en introducirlos fue Lehmer en 1951 y la
idea es la siguiente: dados a, ¢ y m enteros positivos generar X;, para
i=1,...,n, por medio del siguiente procedimiento:

1. Dada Z; aleatoria.
2. Ziy1 = (aZ; + ¢) mod(m).
3. Xi+1 = Zi_,_l/m.

O sea Z;41 es el residuo que se obtiene al dividir a aZ; + ¢ entre m.
Claramente Z;11 < m por lo tanto X,;11 € [0,1). A Zy se le llama la
semilla.

Ejemplo
Seac=7,a=1 m=11y Zy, = 3. Entonces

X
0.909090909
0.545454545
0.181818182
0.818181818
0.454545455
0.090909091
0.727272727
0.363636364

0
0.636363636
0.272727273
0.909090909

N

QO | | O | W N = ==

©

10
11
12

= —
Slw| | o x| —|u|o|lvo 5

Como se observa esta congruencia genera al menos 11 nimeros antes
de comenzar a repetirlos. De hecho genera todos los posibles residuos.
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A esto se le llama el ciclo de la congruencia. Si se seleccionan bien los
nimeros a, ¢ y m el algoritmo tiene ciclo maximo o sea igual a m.

Para computadoras de 32 bits (4 bytes), se ha observado que una
buena seleccién de m es m =231 — 1, a = 7° = 16,807 y ¢ = 0.

No basta con buscar generadores que tengan ciclo maximo también
deseamos que se distribuyan uniformemente, que no estén correlaciona-
dos, que sean féaciles de generar y almacenar y que puedan replicarse. Es
decir que si se conoce la semilla se replique la sucesion.

Otro ejemplo de un buen generador de ntimeros pseudo-aleatorios
uniformes es el de Kobayashi que estd dado por

Z; = (3141592697;_1 + 453806245) mod (23!).

La busqueda de mejores generadores de numeros aleatorios sigue
abierta a la investigacion. Para aprender mas sobre este tema ver
[6] ¥ [16]. Recientemente han aparecido sucesiones deterministas que
tienen el mismo comportamiento que realizaciones de variables aleatorias
con distribucién uniforme y que tienen la caracteristica de tener baja
discrepancia. Su uso ha dado lugar a nuevos mtodos que se conocen
con el nombre de mtodos cuasi Monte-carlo. Para saber mas de ello,
consultar la seccion final del anexo B.

2. Pruebas para validar generadores de nimeros aleatorios

Se recomienda que antes de usar el generador de nimeros aleatorios
de cualquier paquete de sofware, se valide éste aplicando una serie de
pruebas estadisticas y empiricas. Entre las estadisticas estan:

1. Hacer un histograma con los ntimeros aleatorios y comprobar grafi-
camente que se distribuyen uniformemente en el intervalo (0, 1).

2. Prueba de bondad de ajuste para probar la hip6tesis que los niimeros
pseudo-aleatorios se distribuyen uniformes. La prueba consiste en lo
siguiente:

(a) Se divide el intervalo [0, 1] en k subintervalos de longitud %, (al
menos k = 100.)

(b) Se generan n variables pseudo-aleatorias U;,i = 1,...,n. Se
cuentan cuantas observaciones de U; caen en el subintervalo j;
sea f; = numero de ellas que estdn en el intervalo [%, %) para
j=1,....,k.

(c) Seax* = £ 520, (f; — 1)

(d) Para n suficientemente grande x? tiene una distribucién x? con
k — 1 grados de libertad.

(e) Si x* > x?_,,_,, se rechaza la hipdtesis de que las U; sean

5

uniformes en (0, 1) con un nivel de confianza a.
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Observacion: Estas pruebas no son adecuadas para valores de n
pequenos o muy grandes ya que se rechazard la hipotesis por la més
leve diferencia.

3. Verificar si (U;, U;41) son variables aleatorias independientes que se
distribuyen uniformemente en el cuadrado [0,1] x [0,1]. La prueba
consiste en lo siguiente:

(a) Se generan n observaciones (u;, u;) de variables pseudo-aleatorias
uniformes en [0, 1].

(b) Dividir el cuadrado [0, 1] x [0,1] en n? rectangulos de longitud
J1 y ancho Js.

(c) Sea f;, j, = Numero de (u;,u;) tal que u; € J1 y uj € Jo.

(d)

]41 k k
2 ;ZZ.}CJIJZ_

(e) Six?> Xk2—1,1—a se rechaza la hipétesis nula.

Entre las empiricas estd una para probar independencia, conocida como
prueba de corridas.

1. Dadas n observaciones de niimeros pseudo-aleatorios uniformes u;, i =
1,...,n se van contando el nimero de u; que satisfacen que u; <
u;+1. A cada una de las sucesiones que satisfacen lo anterior se le
llama corrida. Al término de la construcciéon de las corridas se clasi-
fican por su numero de elementos. Sea r; = Num. de corridas de
longitud ¢ con ¢ = 1,...,5,6 definidas por

_— nimero de corridas de longitud ¢, i=1,...,5
e numero de corridas de longitud >6 ¢=06.

2. Se construye un estadistico

1 6 6
= E ZZ aij(ri — nbi)(rj - nbj),

i=1j=1
con el elemento a;; de la siguiente matriz

4529.4 9044.9 13568 18091 22615 27892
9044.9 18097 27139 36187 45234 55789
13568 27139 40721 54281 67852 83685
18091 36187 54281 72414 90470 111580
22615 45234 67852 90470 113262 139476
27892 55789 83685 111580 139476 172860

=
y las b; son los elementos del vector b = (§, 2, 15, 4%, 29 1o,

Estas constantes aparecen calculadas en el libro de Knuth, ver [13].
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3. Para n grande, se recomienda n > 4000, R se aproxima a una x2 con
6 grados de libertad.
4. Si R > x2 se rechaza la hipotesis.

M4s pruebas de este tipo se pueden encontrar en los libros de [16] y
[13].

3. Generacion de observaciones de variables aleatorias

Se pueden generar observaciones de variables aleatorias que tengan
una distribucién discreta o continua a partir de observaciones de variables
aleatorias uniformes. En el caso de generarlos por computadora se usan
los nimeros pseudo-aleatorios uniformes. En estas notas presentaremos
los procedimientos para el caso de la distribuciéon Bernoulli, exponencial
y normal, que son las distribuciones méas usadas en finanzas, sin hacer
diferencia si se hacen o no por computadora.

1. Para generar observaciones de variables aleatorios Bernoulli X; que
toman el valor x; con probabilidad p y x5 con probabilidad 1 — p, se
aplica el siguiente algoritmo:

(a) Se genera una observacién de una v.a. uniforme, u;, en [0, 1].
(b) Siu; <p=X; =z1.
(C) Siuy >p= X; = xs.

2. Si la variable aleatoria X; toma los valores z1,xs,...,x, con proba-

bilidad p1, ..., p, se hace lo siguiente:
(a) Se genera una observacién u; de una v.a. uniforme en [0, 1].
(b)
z1, 0<u;<p
zz p1 <u; < p1+pa,
X; = r3 p1 +p2<ui§2?21pj7

Ty, Z;:ll pi < u;.

3. En el caso de las variables continuas se utiliza un método general
que es el método inverso que se puede aplicar siempre que F' sea una
distribucién estrictamente creciente. Sea U una variable aleatoria
uniforme en (0, 1), para cualquier distribucién F' la variable aleatoria
definida por x = F~1(U) tiene distribucién F.

Por ejemplo sea X la variable aleatoria con distribucién expo-
nencial con pardmetro p. Su distribucién esta dada por

Flz)=1—e" siz>0.

Si F(x) =y entonces y € (0,1) y 1 — e #* = y. Despejando z se
obtiene que los valores que toma una variable aleatoria exponencial se
pueden construir a partir de la siguiente expresién: X = _71 In(1-0)
con U una variable aleatoria uniforme en (0, 1).
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Nétese que si U toma valores en (0, 1) también lo hace 1 —U por
lo que el algoritmo para generar observaciones de variables aleatorias
con distribucién exponencial con pardmetro p queda de la siguiente
forma:

(a) Se genera una observacién u de una variable aleatoria uniforme

en (0,1).
(b) x = % In(u) es una observacién de una variable aleatoria

exponencial de pardmetro .
El método inverso se puede aplicar para generar observaciones de
variables aleatorias con distribucién normal. Otro método es el
siguiente: sean (X,Y) ~ N(0, 1) variables aleatorias independientes,
entonces la funcién de densidad conjunta se define

1 _ 22+42)/2

flay) = 5o e @ RO,
Si estas dos variables se llevan al plano (R, ©) a través del cambio de
coordenadas polares R = VX2 +Y?2, © = Tang™' (%) si (X,Y) #
(0,0) y al origen lo manda al origen. La pregunta es si (X,Y) son
variables aleatorias normales independientes, entonces ;Cudl es la
distribucién de (R,©)? ¢g(R?*0) = %ie‘ﬁﬂ con R? variable
aleatoria exponencial con pardmetro A = 1/2 y © es una variable

aleatoria uniforme en el intervalo (0, 27).

Algoritmo de Box-Muller

1. Se genera dos observaciones ui, us de variables aleatorias independi-

entes con distribucién uniforme en (0, 1).

2. Sea r? = —21In(uy), 0 = 2mus.
3. Entonces

x=r cosf =+/—2 In(uy) cos(2mwus)

y=r senf =+/—2 In(u;) sen(2musg)

son observaciones de variables aleatorias independientes con dis-
tribucién normal.

4. Simulacién de una caminata aleatoria

Considérese el siguiente juego: Se tiene un jugador que se coloca en

el origen de un plano cartesiano. Se tira una moneda, si sale sol avanza
hacia la posicién (1,1), si cae dguila avanza hacia (1, —1). Si denotamos
por x; = numero de la i-ésima jugada, a la siguiente tirada si sale sol
avanza hacia la posicién (x;, posicién anterior 41), si sale dguila se mueve
a la posicién (x;, posicién anterior -1) y asi sucesivamente. Después de
n tiradas, gana quien tenga la coordenada y mas grande.
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Simulese este juego por computadora. Denotése por Sj = la coorde-
nada y de la posicién del jugador i en la tirada j. Claramente el resultado
de cada moneda es independiente y se puede representar como una varia-
ble aleatoria con distribucién Bernoulli. Esta variable toma el valor sol
con probabilidad de un medio y el de aguila con las misma probabilidad,
para que el juego sea justo.

La sucesién S; para el jugador ¢ forma una sucesiéon de variables
aleatorias que se conoce con el nombre de caminata aleatoria y describe
el comportamiento de muchos problemas de aplicacién.

Algoritmo para generar una caminata aleatoria.

1. Inicialice S§ = 0.

2. Para cada tirada j desde j = 1,..., M se genera una observacion
de una variable aleatoria Bernoulli a través de una uniforme. Sea u;
una observacién de una variable aleatoria uniforme U; en el intervalo
(0,1). Definamos el valor de X a partir de

_{ 1 siu;>1/2

X
—1 en otro caso.

J
3. Entonces S, = S} + X;.

Si se unen todas las posiciones del jugador por medio de lineas rectas
se tiene una posible trayectoria que puede seguir el jugador i. El niimero
de distintas trayectorias que puede seguir es oM

Obsérvese que E(X;) = 0y que Var(X,;) = 1. La probabilidad de
que el jugador 7 esté en la n-tirada en la ordenada y=mnesl/(2)".

M M
=E()_X;)=> EX
i=1 i=1

M
Var(Si,) = Var Z Xi) Z Var(X

Si M es lo suﬁmentemente grande se aplica el teorema del limite
central que afirma que

SM — E(SM) . SM

VVar(Sy) VM

Por lo tanto, para M grande Sj; se comporta como una normal.

Zng = ~ N(0,1).

4.1. Simulacién de un movimiento browniano. El movimiento
browniano estandar es un proceso estocdstico continuo que satisface:
1. W(0)=0
2. E(W(t)) =0 y los incrementos W (t) — W (s) con t > s son variables
aleatorias normales independientes con media cero y varianza t — s.
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Hay muchas formas de generar un proceso browniano. Numéricamente
entre los mas conocidos estan por medio de una caminata aleatoria o por
medio de variables aleatorias normales independientes. En ambos ca-
sos para aproximar el proceso browniano hay que discretizar primero el
tiempo.

Dado un intervalo [0,7], sea N € Ny sea h = T//N. Definamos los
puntos tg = 0, t; = ith y ty = T. Asociada a esta particién del intervalo
[0,7] en subintervalos [t;,t;11] se puede simular el proceso browniano
estandar por medio de una caminata aleatoria observando que éste se
puede obtener como el limite de una caminata aleatoria definida por
So =0 y

Sy = VAKX + X+ ... X[ 1)),

cuando At tiende a cero.

Algoritmo para generar un proceso browniano por medio de
una caminata aleatoria.
1. DadOStOZO, ti:ihytN:T; W():O.
2. Parait=1,..., N, se genera una variable aleatoria tipo Bernoulli X;
y se calcula W; = Wi_; + X;vVh.
3. Para construir una funcién lineal por pedazos 1474 que interpole a ésta

se define
N . _ W
W) = wy+ 2=y parat e (t,t00).

h
En la siguiente figura se muestra la simulacién de un browniano por
medio de una caminata aleatoria con At = .001.

Funcion de pago para un call
35 T T T

30

0 10 20 30 40 50 60
S (precio del subyacente)

Figure A.1. Simulacién de una trayectoria del movimiento
browniano para At = .001
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Algoritmo para generar un proceso browniano por medio
de gaussianas. En este caso se utiliza el hecho que incrementos de
brownianos son variables independientes que se distribuyen en forma
normal con media cero y varianza t — s.

1. Dado h = T/N se define to =0, t; =ih y ty = T; sea Wy = 0.

2. Para i =1,..., N se genera una variable aleatoria ¥; ~ N(0,1) y se
calcula W; = Wi_1 4+ Y;V/At.

3. Una aproximacién continua W de W estd dada por

Wit = W;

W(t) =W;+ 3

(t—t;) parate (tj,tjq1).
4.2. Aproximacién de la soluciéon de un proceso estocastico.
Una ecuacién diferencial estocastica es una ecuacién de la forma

4X, = at, X,) dt +b(t, X,) dW, con  X(to) = Xo.

donde a,b son funciones continuas respecto a t y a X;. Otra forma de
expresar esta ecuacién es en forma integral

t t
X(t) = X(to) +/ a(s, Xs) ds +/ b(s, Xs) dWs.
to to
La primera integral es una integral de Riemann, pero la segunda es una
integral estocéstica, ver [22].

Ejemplo
Movimiento browniano geométrico

dXt:/,LXt dt+0’Xt th, X(O)ZX*
Esta ecuacién tiene solucién exacta

X(t) = X* elumo/DttaWs,

La aproximacién numérica implica, como en el caso del proceso
browniano, discretizar la ecuacién. Para ello, se discretiza primero el
tiempo: dado un intervalo [0,7], sea N € Ny sea h = T'/N. Definanse
los puntos tg = 0, t; = th,parai =1,..., N—1,y ty = T. Asociada a esta
discretizacién, dendtese por X; = X (¢;). El segundo paso es discretizar la
ecuacion diferencial estocdstica por medio de algin esquema numérico.
El esquema mas sencillo es el de Euler que al aplicarlo al movimiento
browniano geométrico toma la forma

y se usa el hecho que W1 — W; = Y;vh, con Y; ~ N(0,1).
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simulacion browniano geométrico

57
56 i
N

® /M'W

53
P ool

s WY aliit

50 ‘;L

W ey h ]

48 W.-“"j

47

s()

— S

Figure A.2. Simulacién de una trayectoria del proceso
browniano geométrico para At = .001

Algoritmo de Euler para EDE. En este caso se utiliza el algo-
ritmo anterior para simular brownianos por medio de gaussianas.
1. Dados tg =0, t; = ih, parai=1,..., N, y X} = X*.
2. Parai=1,..., N se genera una variable aleatoria Y; ~ N(0,1) y se
calcula X! = X | 4+ uX! \h+oX! Yivh.
3. Para definir una funcién continua a partir de ésta se unen los valores
X! por medio de rectas, es decir se define

Xh  —Xh
%(t—ti) para t € (t;,tit1)-

Al discretizar una ecuacion diferencial estocastica se introduce un
error. Este error es distinto dependiendo de la norma que se escoja.
Para fines del célculo del valor esperado de una funcién g continua en St
el error es de orden h. Es decir existe una constante C' > 0 tal que

|B(9(Xr)) — B(9(X7))| < Ch.

En el caso que nos interese aproximar a la trayectoria en los puntos t;
entonces

Xh(t) =X+

E(méxlSiSN |Xt, - XZD S C\/E
Hay otros métodos mas precisos, o sea de orden mds alto, para
aproximar la solucién de una EDE, se sugiere para ello consultar [12].



Apéndice

Integracién numérica por Monte-
Carlo

Sea X una variable aleatoria continua que toma valores en los reales
con funcién de densidad igual a f(x) en el intervalo [«, 3] y cero en su
complemento en los reales. La probabilidad de que la variable aleatoria
tome el valor menor o igual a a € [a, 5] estd dado por

P[X <a]= /a f(z) dx.

La probabilidad es el drea bajo la curva y = f(z) del punto « al punto
a.

La esperanza y de la varianza de esta variable aleatoria X estan
dados por

B B
E(X):/ rf(x) dz, Var(X):E[XQ]—E[X]Q:/ 22 f(z)dx—FE[ X2

De igual forma se puede definir la esperanza de un funcién continua
g de la variable aleatoria X como

B
Elg(X)] :/ g(x)f(z) dx.

Con frecuencia no es posible aplicar un método de integraciéon para
calcular en forma exacta la integral. En ese caso hay que aproximar la
integral por medio de un método de integraciéon numérica como el método
del trapecio, de Simpson o Monte-Carlo.

1. Integracién numérica

Los métodos de integracion de Newton-Cotes se obtienen al integrar
polinomios de grado n que interpolan la funcién a integrar en el intervalo
de integraciéon. Por ejemplo, supongamos que nos interesa calcular
F(z) = & [ e=%/2 ds. Esta integral no puede calcularse por medio
de un método de integracién por lo que una forma de aproximarla es
por medio de la integral del polinomio lineal que interpola a e=5/2

intervalo [0, x].

en el

49
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Sea f(x): [a,b] — R una funcién acotada en [a, b] entonces la integral

de f se puede aproximar integrando un polinomio constante, lineal o
cuadrético que interpole a f en [a, b].

1. La férmula el rectdngulo se obtiene al interpolar a f(x) por medio

del polinomio constante po(z) = f(2F2).

b a
[ @) dom - )£ = RO

2. La férmula del trapecio se obtiene al interpolar a f por medio de
un polinomio lineal pi(xz) = ax + B que satisfaga f(a) = p1(a), y
f(b) = p1(b). Determinar el polinomio lineal es equivalente a resolver
un sistema de ecuaciones lineales para a y 3 cuya solucién es

_fO)—fla) , _ f(b)a—fla)b
a="——"t—"r f[f=""t
b—a b—a
Al integrar pi(z) en el intervalo [a,b] se obtiene la regla del
trapecio con h =b—a

b b
[ t@) o [ pite) de = Srt0)+ £0) =705

El error estd dado por

b hS
[ #@) a7 = =507, a<n<s.

3. Por 1ultimo al integrar el polinomio cuadratico que interpola a f en

rT=a,xr = “T'H’, v = b se obtiene la regla de Simpson con h = b_T“

b b h
[ @) do~ [ pale) do = G(5@) + 470+ )+ FO) = S,

El error que se comete al usar Simpson es

b _h5
| @) do-5(0) = D), a<n<b

Ejemplos

1. Sea f(z) = a%, [}a® do = 0.25; R(f) = 0.125, T(f) = 0.5, y
S(f) = 0.25. En este caso Simpson es exacta ya que integra en forma
exacta a polinomios de grado menor o igual a 3.

2. Sea f(z) = e~*/2 estimar fol e=*"/2 dz. R(f) = 0.882497, T(f) =
0.803265 y S(f) = 0.856086.
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1.1. Método de Monte-Carlo para el calculo de integrales.
En el caso que nos ocupa, se desea estimar la integral de una funcién G
continua. Esta integral puede verse como el calculo del valor esperado de
la funcién G cuando se aplica a una variable aleatoria con distribucién
uniforme. Supongamos que el intervalo de integracién es [0,1] y sea X7,
X5 hasta Xy una muestra de variables aleatorias, independientes con
distribucién uniforme en el intervalo [0, 1], entonces

con X una variable aleatoria uniforme en [0, 1].
De esta forma, con base en la Ley de los Grandes Numeros, esta
integral se puede aproximar por

1 1 M
/0 Gla) dx ~ M;G(xi).

Todo el problema se reduce a generar la muestra. Por otro lado,
obsérvese que cualquier integral sobre el intervalo [a,b] se puede trans-
formar a una integral sobre el intervalo [0, 1] con el siguiente cambio de
variable z = a + (b — a)u, entonces

b—

/abG(x) dv = (b—a) /01 Gla+(b—ayu) du ~ ~ayus),

i=1

con u; variables aleatorias uniformes en el intervalo [0, 1].

Algoritmo de Monte-Carlo. El algoritmo de Monte-Carlo para
estimar un intervalo de confianza del 95% de la esperanza de una funcién
F(X), con X una variable aleatoria uniforme estdndar es el siguiente:

1. Denotemos por I; y Var; a la media aritmética acumulada hasta la
iteracion 4, y a la varianza acumulada, respectivamente.
2. Sea Vary, = 0; Iy = 0; sea U; una uniforme en 0,1) y L = F(U).

3. Parai=2,..., M hacer los siguientes pasos:
(a) Generar un nimero aleatorio U; uniforme.
(b) jz = ii—l + 7F(Ui)i_liil ;Varl- = (1 — 7)‘/0,7‘1 1+ Z(E — ii_l)z.
4 Te [fM _ l.gﬁr\/]l(darkf,fﬂl + 1.96\/7\/}\//;11'1\4}.
Ejemplo

Usemos lo anterior para aproximar el valor de

5
= — ez dx
V2T /4.5
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Transformemos primero la integral al intervalo [0, 1]

2.5 _ g2 —(2514)2
I = e dr = —— du

5 —@sup?
e = 1.0066 para M = 100.
M~/2m “ Z

El resultado no es bueno si comparamos con el valor que se obtiene
al usar las tablas de la normal acumulada que es igual a 0.987580. Con
el método del trapecio, que requiere inicamente de dos evaluaciones de
la funcién, se obtiene el valor de 1.041 y con Simpson 0.955889. ;Cdémo
se relaciona el error que cometemos con el tamano de M de la muestra?

A continuacién se presentan algunos resultados numeéricos para dis-
tintos valores de M.

Q

M Lim. Inf. | Aprox. | Lim. Sup. | Long. Int.
10 0.939866 | 1.158364 | 1.376862 | 0.436997
100 | 0.939874 | 1.006611 | 1.073348 | 0.133474
1000 | 0.955516 | 0.976122 | 0.996730 | 0.041214
10000 | 0.981765 | 0.988231 | 0.994697 | 0.012932
100000 | 0.986738 | 0.988788 | 0.990838 | 0.004100

Tabla B.1. Aproximaciones mediante el método Monte-
Carlo a la integral.

Por lo que con 100000 evaluaciones de la funcién se obtiene una
aproximacién con dos cifras significativas. Es un hecho que Monte-
Carlo converge lentamente por lo que no puede competir con Simpson o
Trapecio para el calculo de integrales en una variable, pero para el calculo
de integrales miltiples este método o variaciones de éste se vuelven muy
competitivos e inclusive mejores que cualquier otro método de integracién
numérica.

2. Integracion maultiple

En la seccién anterior se analizé como evaluar integrales con dominio
en un intervalo real. Ahora bien, si el dominio es una regién de R2, en la
que las fronteras izquierda y derecha sean segmentos de rectas verticales,
(x = ayx =0)y la frontera inferior y superior estén dadas por las
curvas y = l(z) y y = s(z), respectivamente y I(x) < s(z),z € (a,b). La
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integral doble en ese dominio es:

b ps(x)
//z() flz,y)dy dx. (B.1)

Si bien, los problemas de integrales dobles no siempre aparecen en la
forma (B.1), se supondra que el problema se pudo reescribir en la forma
anterior, en donde quizé sea necesario intercambiar x y .

El problema de calcular la integral se resolverd convirtiéndolo al
calculo de integrales unidimensionales. Para esto, se define

s(x)
= [ sy (B2)

)

asi que (B.1) se puede escribir como

b
I(z) = / J(z)dz. (B.3)

Se puede obtener una aproximacién numérica para (B.3) aplicando
cualquiera de las férmulas de integracion numérica analizadas en la
seccién anterior, lo cual se puede expresar como

I(z) = > wid(x;). (B.4)
1=0

Aqui, las w; son los pesos y las x; los puntos de la férmula de
integracién que se utilice. Ahora bien, para x = x; la ecuacién (B.2)
queda

s(zs)

J(a) = /l Sy (B.5)

El anterior es un problema unidimensional y se puede evaluar me-
diante alguna de las férmulas de integracién numérica.

Ejemplo
Utilice la regla de Simpson para estimar el valor de la siguiente
integral

2 22
I:/ / Vo +ydy de.
1 rx—1

En este caso,a=1,b=2,l(z) =z — 1y s(x) = 2%

Aplicando el procedimiento descrito, y mediante la regla de Simpson,
la integral anterior se puede aproximar por

h
I =~

?f (H(zo) + 4H (x1) + H(z2)),
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en donde,
o = 1, T = 1.5, Ty = 2,

ademds, h, = 5% = 0.5 y cada H(z;) estd dada por

H(xi)z/ Zlvxi+ydy~

Por lo que, la aproximacion de I estd dada por:
22

h, 12 1.52
Izﬁgl/ Vi+ydy+4 V315 4y dy+ V2+ydy
1-1 2-1

1.5-1

_

Al aplicar la regla de Simpson para la primera integral se tiene,

1
0.5
/ V1+ydy ?[\/1+0+4\/1+0.5+\/1+1],
0
1.218865508.

Q

Q

De forma andloga, para las otras integrales se obtiene,

2.25
/ V15 +y dy ~ 2.955468605,
0

.5

4
/ V2 +y dy ~ 6.333410962.
1

Por lo tanto, la aproximacién final de la integral es

0.5
I = 3 [1.218865508 + 4(2.955468605) + 6.333410962]

= 3.229025149.

De una forma similar se pueden calcular integrales multiples. Pero,
entre mayor sea la dimensién, mayor serd el nimero de puntos en
donde se debe evaluar la funcién. Asi por ejemplo, considérese una
region de integracion rectangular, si en cada eje se subdivide el intervalo
corrrespondiente en n subintervalos, entonces, para el caso de la férmula
extendida de Simpson se tendrdn (n+1)? puntos de R? en donde se debe
evaluar la funcién f(z,y). De aqui, es claro que si integramos una funcién
g: R™ — R, cuyo dominio es un rectangulo de R™ y en cada direccién
se toman n subintervalos, el nimero de puntos en donde se debe evaluar
la funcién g es de orden n™. Este valor crece rapidamente por lo que
una alternativa 1til para aproximar integrales de dimensiones altas es el
método de Monte Carlo.

Al igual que en el caso de una dimensién, supéngase que se estd
interesado en calcular

1,1 1
I:/ / / g(z1, 22, ..., Ty )dx1dTs - - - dTpy,.
o Jo 0
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Como se comenté en la seccién (1.1), I se puede expresar mediante
la esperanza siguiente:

I= E[Q(Ulv U23 ceey Um)]a

en donde Uy, Us,...,U,, son variables aleatorias independientes, que se
distribuyen de manera uniforme en (0, 1).

Ahora, si se toman n conjuntos independientes, cada uno de ellos
con m variables aleatorias independientes con distribucién uniforme en
(0,1), se tiene que

(U1,0;,..,U0,), i=1,.,n
entonces, ya que las variables aleatorias
i Tri i L
g(U1,Us, ... UL), i=1,.,n,
son independientes e idénticamente distribuidas con media I, podemos
utilizar nuevamente la ley fuerte de los grandes niimeros para estimar [

. . . ) T _ 1 n i i i
mediante la media arimética I,, = - > ", g(Ut, U3, ..., U},).

Con base en lo anterior, se debe observar que el algoritmo para

aproximar la integral y determinar los intervalos de confianza, es el mismo

al que se dio en el caso unidimensional. Noétese que, si o es la desviacion

estdandar de ¢g(Uy,Us,...,U,,) entonces se tiene que ﬁ es la desviacion

estandar de fn, por lo que

P(Pﬂ

<$%)POZ1<@2MQ,
(1- 1)

con Zy = d(c) = \/% I e"/2dx v ¢ se selecciona dependiendo

de la probabilidad que se desee obtener. Por ejemplo, si se quiere que la
probabilidad sea 0.95 se selecciona a ¢ como 1.96.

Ejemplo
Aproxime el valor de la integral

1,1 ,
/ / @) dyda.
o Jo

Al usar el algoritmo que se dio para una dimensién se generé la tabla
siguiente, los intervalos son al 95% de confianza. El valor verdadero con
5 decimales de precisién es 4.89916.

Ejemplo
Aproxime el valor de la integral

1 1 8 2
/ S / 27 (Z CIL‘Z') dxidzs...dxs.
0 0 i=1
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M Lim. Inf. | Aprox. | Lim. Sup. | Long. Int.
100 3.72101 | 4.73637 | 5.75174 2.03072
1000 4.03326 | 4.33065 | 4.62804 0.59478
10000 4.68907 | 4.80356 | 4.91804 0.22897
100000 4.86826 | 4.90544 | 4.94262 0.07436
1000000 | 4.88963 | 4.90131 | 4.91299 0.02336
10000000 | 4.89526 | 4.89895 | 4.90264 0.00738
100000000 | 4.89794 | 4.89911 | 4.90028 0.00233

Tabla B.2. Aproximaciones mediante Monte-Carlo a la

integral doble.

Al aplicar el algoritmo que se dio para una dimensién se generé la tabla
siguiente, los intervalos son al 95% y los resultados estdn redondeados a
6 decimales.

M Lim. Inf. | Aprox. | Lim. Sup. | Long. Int.
100 0.118581 | 0.128523 | 0.138465 | 0.019884
1000 0.126927 | 0.130067 | 0.133207 | 0.006280
10000 | 0.129007 | 0.129999 | 0.130991 | 0.001984
100000 | 0.129975 | 0.130295 | 0.130616 | 0.000641
1000000 | 0.130027 | 0.130128 | 0.130229 | 0.000202
10000000 | 0.130173 | 0.130205 | 0.130237 | 0.000064

Tabla B.3. Aproximaciones mediante Monte-Carlo a la
integral miltiple.

El valor verdadero es %, el cual con 6 decimales de precision es

0.130208. En la tabla claramente se puede observar el patrén del orden
de convergencia, caracteristico del método Monte Carlo.

3. Integracion numérica por Cuasi Monte-Carlo

En el apéndice anterior se analizaron métodos de integraciéon numérica
determinista y por el método Monte-Carlo. Para simplificar la exposicién
y sin pérdida de generalidad, se supondra que el intervalo de integracion
es I =[0,1]. Asi, los dos enfoques de integracién se pueden enunciar de
la manera siguiente.

Sea C = {wx1,22,...,2,} C I, entonces una aproximacién a la
integral de la funcién f esta dada por
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1 m
/ f(x)da:%Zwkf(:ck)
0 k=1

Si tomamos wy = + y xp = £,k = 1,...,m se tiene el método

m m
del rectdngulo. Con las mismas wy, pero ahora tomando los puntos xy
como numeros pseudo-aleatorios en I = [0,1], lo que se obtiene es el

método Monte-Carlo. Ahora bien, si los x; se toman como elementos de
una sucesion de baja discrepancia, se obtiene el llamado método Cuasi
Monte-Carlo para integracién numérica.

En términos sencillos, la discrepancia es una medida cuantitativa de
la desviacién de la distribuciéon uniforme. Debido a que este método, al
igual que el de Monte-Carlo, es muy 1til para integracién en dimensiones
altas, se abordard el problema de integrar sobre el hipercubo unitario de
dimensién n, es decir, sobre I" = [0,1]". Se darén algunas definiciones
antes de proporcionar la definicién de discrepancia.

Sea C = {z1,22,...,xm} C I™ Para cualquier subconjunto B de
I™, definimos

A(B; C) = ZXB(Q%‘)»

donde x g es la funcién indicadora de B, por lo que A(B;C) es el niimero
de puntos de C que estén en B, es decir, A(B;C) es una funcién de
conteo.

Sea A, (C) la medida de Lebesgue n dimensional del conjunto C.
Podemos dar una nocién de discrepancia del conjunto C', en la forma
siguiente.

Si ¥ es una familia de subconjuntos Lebesgue medibles de I™,
entonces

A(B; C)

Dy(¥:C) = sup —(B)].
Bewvw

Observe que siempre se tiene 0 < D,,(¥;C) < 1. Existen dos
discrepancias particularmente importantes, que se generan a partir de
familias especiales de conjuntos, . Son dtiles en la obtencién de cotas
de errores del método Cuasi Monte-Carlo. Sea I"™ = [0,1)".

La discrepancia estrella, D}, (C), del conjunto de puntos C, se define
como

D7, (C) = D (T7:C),
donde J* es la familia de todos los subintervalos de I™ de la forma
HZ:l[Ovuk')'

La discrepancia (extrema), D,,(C), del conjunto de puntos C, se
define como
D, (C) = Dn(TJ,0C),
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donde J es la familia de todos los subintervalos de I"™ de la forma
H::l [ukv Uk)'

Para profundizar mas sobre otro tipo de discrepancias y su uso para
intervalos no normalizados, véase [18].

De manera informal, se dice que un conjunto C C I™, con m
elementos, es un conjunto con baja discrepancia, si D}, (C') o bien D,,(C)
es pequena.

Entre las sucesiones de baja discrepancia méas conocidas y estudiadas
son las sucesiones de van der Corput [24], Halton [7], Faure [3] y
Sobol’[23].

Aunque el método Cuasi Monte Carlo no es tan adecuado para el
caso unidimensional, se analizara la construccién de la sucesién de van
der Corput unidimensional, ya que es la base para la extensién al caso
de dimensiones superiores.

Seabe N,b>2.
Si la sucesién de van der Corput de base b es xg,z1,x2,..., un
algoritmo para obtener el elemento VC(p,b) := x, es el siguiente.

1. Si p =0, entonces VC(0,b) = 0, terminar.

2. Escribir el nimero p en base b. Es decir, obtener b = (dxdi—1 . .. d1dp)y,
cond; € {0,1,...,b—1},i=0,1,...,k, para alguna k.

3. Reflejar el desarrollo anterior con respecto al punto “decimal”, esto
es, hacer

k
VC(p,b) =Y dib~".
i=0
Obsérvese que VC(p,b) = (0.dod; ...dy)s € [0,1), para todo p > 0.

En la tabla siguiente se muestra un resumen de informacién es-
tadistica de una muestra de 5000 puntos obtenidos con la sucesién de
van der Corput, primero con base 2 y luego con base 5, junto con dos
muestras de niimeros pseudoaleatorios.

La tabla sugiere que los nimeros cuasi aleatorios replican de forma
satisfactoria propiedades estadisticas de niimeros uniformes.
Un algoritmo para aproximar la integral fol f(x)dx con el método
Monte Carlo y la sucesion de van der Corput de base b es el siguiente.
1. Obtener la base b(>2) y un N € N.
2. Inicializar S = 0.
3. Para¢=0,1,..., N hacer

S =S+ f(VC(i,b)).
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Pseudoaleatorios
Unif]0,1] | Corp(2) | Corp(5) | Muestra 1 | Muestra 2
Media 0.5 0.49967 | 0.49974 0.49739 0.50515
Mediana 0.5 0.49988 | 0.49971 0.49168 0.51012
Desv. est. 0.28868 | 0.28869 | 0.28870 0.29069 0.28828
Varianza 0.08333 | 0.08334 | 0.08335 0.08450 0.08311
Curtosis -1.2 -1.20018 | -1.20001 | -1.22709 -1.20353
Coef. asimet. 0 0.00023 | 0.00000 0.01051 -0.02015
Rango 1 0.99963 | 0.99962 0.99986 0.99982
Minimo 0 0.00012 | 0.00006 0.00011 0.00016
Maximo 1 0.99976 | 0.99968 0.99996 0.99999

Tabla B.4. Informacién estadistica de dos sucesiones de
van der Corput.

Base 2 Base 5
N Aprox. Error Aprox. Error
100 0.236463297 | 0.013536703 | 0.239620887 | 0.010379113
1000 0.24851716 | 0.00148284 | 0.248472327 | 0.001527673
10000 | 0.249805073 | 0.000194927 | 0.249847035 | 0.000152965
100000 | 0.249976497 | 0.000023503 | 0.249980861 | 0.000019139
1000000 | 0.249997638 | 0.000002361 | 0.249997894 | 0.000002106

Tabla B.5. Integracién con las sucesiones de van der Corput.

4. Escribir S/(N + 1), como una aproximacién a la integral.
Ejemplo
Aproxime el valor de la integral, fol x3, utilice el método Cuasi Monte
Carlo y la sucesion de baja discrepancia de van der Corput. El valor
exacto es 0.25.
Con base en el algoritmo anterior y usando las bases 2 y 5, se
construy6 la tabla siguiente.

Para este ejemplo se puede observar que el error decrece propor-
cionalmente con N, en comparacién con v'N del método Monte Carlo,
pero ain muy pobre si se compara con la regla de Simpson.

En el caso multidimensional se pueden utilizar las sucesiones de
Halton, en las que para cada dimension se utiliza una base diferente
y se sugiere que cada una de las bases sea un ndmero primo. Una
forma sencilla de integrar sobre el hipercubo I™ es hacer una lista con los
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N Suc. de Halton

N Aprox. Error
100 0.124710 | 0.005498333
1000 | 0.129231 | 0.000977333
10000 | 0.130064 | 0.000144333
100000 | 0.130192 | 0.000016333
1000000 | 0.130206 | 0.000002333

Tabla B.6. Integracién por sucesiones de Halton.

primeros n ntimeros primos, p1, po, . .., P, y utilizar el algoritmo siguiente
para obtener una aproximacion a la integral

1 1
/ / g(x1,29,. .., xp)derdey . . . day,.
0 0

1. Obtener la dimensién n y un N € N.
Inicializar S = 0.
3. Parai=0,1,..., N hacer

S=S+g(VC(i,p1),VC(i,p2),...,VC(i,pn)),

o

donde p; = 2,p> = 3,...,p, es el n-ésimo nimero primo.
4. Escribir S/(N + 1), como una aproximacién a la integral.

Existen otras sucesiones que se utilizan en el caso multidimensional
como las sucesiones de Faure, de Sobol’, de Niederreiter, que no se abor-
daran en estas notas, pero se da la bibliografia para el lector interesado.

Ejemplo
Aproxime la integral

1 1 8 2
/ / 27 ka dxidzs .. . dxg.
0 0 —

(Es la integral que aparece en el tltimo ejemplo del apéndice B, su valor

verdadero, véase [20], es £ ).
Con el algoritmo que se dio para generar las sucesiones de Halton,

se genero la tabla siguiente.

Una desventaja del uso de las sucesiones de baja discrepancia es
que dependen del problema que se esté tratando de resolver. Para ver
cotas para el mejor y peor de los casos constiltese [18]. A continuacién se
presenta una tabla comparativa entre el método Monte-Carlo y el método
Cuasi Monte-Carlo.
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Cuasi Monte-Carlo
\ Monte Carlo | Mejor \ Peor

ol v [ & [ & |

1 1000 0.031623 0.001000 0.003000

1 | 10000 0.010000 0.000100 0.000400

2

5

100000 0.003162 0.000010 0.000250
10000 0.010000 0.000100 0.102400
10 | 100000 0.003162 0.000010 | 97.656250
50 | 100000 0.003162 0.000010 | 8.88178E+29

Tabla B.7. Tabla comparativa. Aqui d es la dimensién en
donde se estd integrando y N es el nimero de puntos en

14,

Como se puede ver en la tabla, en caso de que no se haga una buena
eleccién de la sucesion de baja discrepancia, se pueden tener resultados
carentes de precisién.

Algunas aplicaciones del método Cuasi Monte Carlo a finanzas se
pueden ver en [6] y [10].
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